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AVERTISSEMENT DE L'AUTEUR. 



Le Memoire qu'on va lire est Tun des deux que j'ai presentes a 
TAcademie des Sciences le 3i mai i83o. II renferme le developpement 
des principes que j'avais etablis dans les Kxercices de Mathematiques 
et surtout dans le Bulletin des Sciences de M. de Ferussac, pour 1'annee 
I'Ssg ( 2 ). Mon absence, qui s'est prolongee pendant 8 annees, ayant 
retarde i'impression de ce Memoire, je le public aujourd'hui tel que je 
le retrouve dans le manuscrit presnte , le 3i mai i83o, a TAcademie 
des Sciences, et paraphe a cette epoque par le Secretaire perpetuel 
M. Georges Cuvier. Toutefois, pour ne pas fatiguer 1'attention du 
lecteur, je supprimerai une grande partie des numeros places devant 
les formules et, pour eclaircir quelques passages, je joindrai au texte 
plusieurs notes placees, les unes au bas des pages, les autres a la suite 
du dernier paragraphe. Comme quelques notes de la premiere espece 
existaient deja dans le manuscrit, afln qu'on puisse facilement les 
distinguer des notes nouvelles, je marquerai celles-ci, quand elles 
seront placees au bas des pages, par un asterisque. 

( 1 ) Present^ & 1'Academie des Sciences le 3i mai i83o. 

( 2 ) roir le Tome XI! de ce Bulletin, p. tio5 oL suiv. (OEwres de Cauchy, S.II,T. II). 
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1- 

Solent 

p zrr n W -HI 

un nombre premier; 
n un diviseur de p i ; 
9 une racine primitive de 

(j) " X*=l\ 

i une racine primitive de 

(2) OfP' i =i; . 

t une racine primitive de 

(3) * XP-^I (mod./)). 

Alors 

p zn T CT 

sera une racine primitive de 

(4) x=i , 

et 

r==t (mod./?) 

une racine primitive de 

(5) ^ /I =T (mod./?). 

On aura 

nTJ 

(6) T~=-l, 

nw 

(7) t~ = -i (mod./)) 

et de plus, si n est pair, 

n 

P f =-i, 

n 

r 2 = i (mod.p). 
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De plus, k etant an notnbre entier quelconque, nous designerons pa 



le nombre m propre a verifier la formule 

k~t m 
en sorte qu'on aura 

A* CT = ffnvj = 

et nous poserons 



Par suite, comme on aura, en vertu de 1'equation (7), 



on en conclura 



On aura d'ailleurs evidemment 



Soient maintenant 

(8) BA= ^-hp /4 ^H-p 5/i ^ a -h. 

et 

(9) .Ae x .= R/^/ 
R nm sera une fonction de p de la forme 



et, si Ton pose 

k==rnh (mocl./O, 

on aura, en supposant m different de zero et de -> 

2 
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le signe Y s'etendant a toutes les valeurs entieres de u, v cc 
entre les limites i, p T; et qui verifieront Inequivalence 

i _j_ w -j_ <j ^ o (mod./?). 

On aura d'ailleurs, en supposant h different de zero, 
(11) ,0 A 0_ A ^(-i)^, R/ ii - A = -(-O CI V 

et, en supposant A, ainsi que h-+-k non divisibles par ^, 

(ra) K/i,*R-/t,-*=/^ 

On trouvera, an contraire, 

(i3) RA,O=RO,/*= j - 

Enfin Ton aura 



et, en supposant n'pair, 

(15) a ai + aj a 3 -h. . . a n -i 

Par suite, si Ton suppose 

(16) R /iiyt F(p), 

on trouvera 

9 

(17 ) F(p w ) = R m i lW jfc et 

si le nombre m est tel qu'aucune des equations 

(18) p nlh =.i, p wA 'znr, p^^^ 

ne soit verifiee. On aura, au contraire, 



CT ^J. 

2 
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si une seule des equations (18) est satisfaite, et 

(20) ' F(p' )=/>' 2 

si les trois equations (18) subsistent simultanement. 

Soient encore A, k, I trois nombres entiers propres a verifi 
condition 



(21) h + k-+-l==o 

On aura, en supposant ces nombres tous trois differents de zero, 



et, par consequent, 



Soit maintenant^ une racine primitive de 
(28) . x n -~ l ~=i (mod.n), 

le nombre TI etant suppose premier, et faisons 

(24) ' e i 0, 3 0,*...0^3n:#(p) (i); 

on aura 

(25) e,,G,....e,-.:=#(p*) 

et, de plus, 



Done #(p) sera de la forme 

(26) 

(*) NOTA. 's 6tant une racine primitive de la formule (a3), on a 

$n-i t ^ ^ ^ rt _ 3==: (mod.n), 

et e'est ce qui permet d'etablir la formule (24). 
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ou . 



et, comme on aura 



on trouvera 

,2 



"M-, 



ou, ce qui revient au meme 

(2 7 ) 

ou bien encore 

(28) 



Lorsque n est de la forme l\x -+- 3, 1'equatiori (27) ou (28) se r< 

(29) 4#(p)#(p^) = (2C - Ci - c, ) s -l- (ct ~ c*) 2 

ou bien a 

(3o) 



Au contraire, lorsque n est de la forme l\x -+- 1, alors, ^ - etan 
la formule (24.) donnc simplement 



et p disparait de Tequation (26), qui se trouve reduite a la form 

#(p)~C . 

Revenons au cas oil n est de la forme x + 3. Comme on aura 
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Tequation (29) donnera 



n 1 

2 = ( aCo _ Cl 



Done on resoudra I'equation 



en prenant 

X 2C Ci C 2 , Y = C t C 2 . 

Mais ces valeurs de X et de Y seront generalement divisibles par/? 
reste a trouver la plus haute puissance de p qui les divise sirnul 
nement. 

Soit u un nombre tel qu'on ait simultanement 



n~ I n l 

2 ^i et (n-u) - == i (mod.n). 



On trouvera 



et, par suite, 



(33) #(p*) rz: IV.R.V^. - - Rx ,,"-. 

Si 72 est de la forme 8^-4-7, on pourra prendre u = i, puisqu' 

n I 

aura 2 2 E=I, et les formules (82), (33) donneront 



(34-) 

D'autre part, comme on aura 
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on en conclura 



(35) 



Soit maintenant 

(36) I 

et supposons chacun des nombres A, k renferrne entre les limil 
On aura 

(3 7 ) IW=o . (mod./?) 

si la somme h-+-k est renfermee entre les limites n et %n 
contraire, H^ ne sera point divisible par p, lorsque h -+ 
compris entre les limites o, n. D'un autre cote, en supposani 

A 4- k < n et n h k = I, 

en sorte que la condition (21) soit verifiee, on aura 

j 

1.2.3. . . (h -h /c)sj = ( iVcr-H 

I.2.3.../ 

et, par consequent, 

(38) IL 



Enfin, si Ton pose comme ci-dessus 
on trouvera 



Cela pose, soit/ A la plus haute puissance de p qui puisse di vise 
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tanement X et Y. On aura, en vertu des formules (35),- 

(5 

do) 



et, comme les seconds membres des formules (4o) seront des fonc- 
tions symetriques de p, p 2 , ..., p n ~ { , ils devront rester equivalents, 

v V 

suivant le module/?, a -^ et a -r? quand on y remplacera p par r. Done, 

alors, Pun et 1'autre seront entiers, et Tun d'eux au moins sera non 
divisible par p. D'ailleurs, si, dans les seconds membres des for- 

mules (34), on remplace R/ iA par ^-^ , toutes les fois que Pindice h 

K-/i,-A J 

est equivalent suivant le module n a Pun des riombres i, 2, 3, ..., ?!-, 
on en conclura 



(40 

S(p')=p 
v' etant le nombre de ceux des indices 

T C 2 ^ C 4. c 3 

1, 6 , *5 , . . . , i 

qui sont equivalents suivant le module n a Pun des suivants 

(42) i, 2, 3, ..., ^~p^ 

et v /x etant determine par la formule 



tandis que f (r), x( r ) ne seront equivalents ni k zero ni a - suivant le 

module/?. Done, si Pon prend ppur X le plus petit des nombres v'et v", 
les seconds membres des formules .(4o), quand on y remplacera* p 

r. nft dftvifindront. noint. p.rfnival^nfs h Pinfrni Q 
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et 1'un d'eux au plus sera equivalent a zero. Done X sera Fexposa, 
I plus haute puissance Aep qui divise simultanement X et Y. 1 
leurs, si 1'on fait x = />**, Y=/>V> 

laformule(3i)donnera 

et comme on trouvera, en posant X = v', 



et, en posant X = 



- v, 



il est clair que la formule (43) poum etre reduite a 



(44) - - 

la valeur de p. etant 

(45) 

Si /i etait de la forme &x + 3, on await 



Done alors, a la place des formules (40, on trouverait 
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puis on en conclurait 



(46) 



[>f(p)]S =: 



Done alors on devra prendre pour X le plus petit des deux nombres 
en sorte qu'on aura 



n i 



., , 

2 A = Zt 



Done alors on verifiera 1'equation 

(47) 4j^= 
en nombres entiers si Ton pose 

(48) F =^ 



ieur a -n, e 



Dans les formules (45) et (48), [/. est toujours infer 
v'represente le nombrc de eeux des indices (4^) qui sont racines d 
Tequivalence 

n 1 

x 2 r (mod./i). 
Les autres etant necessairement racines de {'equivalence 



on en conclut 



x 2 ^ i (mod.n), 



(49) 



n \ n~l n 1 

__ 5 o 2 



-J 



(mod.n] 



On a d'ailleurs 
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et, par suite, 



(5o) 



n i _ l , 

.4- cos - 5 - i 



. 

sin - 

2 



cos-s 



sins 



C 



Si, n"- i 6tant impair, on differentie 
miere des equations (So), on en tirera 



i 1 ~ I fois par rapport a 



n-M[" 

( . i) * sin.^ 



?t--i 

n 1\ 2 . ^ 



.. 
/^ 2 sm z 





tandis que la seconde donnera 

*r -i 



cot- 



sin 

2 



n 



conclura de cette derniere, en posant 5=0, apres let 



On 
tiations, 



n-1-1 

j\ 4 



rf a (cot - cosec - 

nl " 

rfa 2 



B'autre part, si 1'on designe par *. le nombre de Bornoul 
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respond a Tindice n, en sorte qu'on ait 



on trouvera 



et Fequation (5i) pourra etre reduite a 



rf 2 tang 7 



On aura done par suite, en supposant ^-^ impair, ou n de 
forme 4# + 3, 



(52) 



+3 



- o 

=(-1) * 2-^^ 



Enfm, comme on trouvera : i en supposant n de la forme 8a? -4- 7, 

n.- 1 

2 * ==j (mocl 1 . n); 
2 en supposant ^ de la forme 80? -+ 3, 



n 1 

2 



1'equation (5a) donnera, dans le premier cas, 



et, dans le second cas, 

i 

I -4- 2"^ -+- 3~ 



18 MEMOIRS SUR LA THEORIE DBS NOMBRES. 

On aura done : i en supposant n de la forme Sx-i-j, 



(mod./i); 



2 en supposant n de la forme Sec -+- 3, 



Par consequent on aura, dans tons les cas, 

T 

On pourra done verifier ['equation (47) en prenant pour 
petit nombre entier equivalent a 



Exemples. Soit n = 7. On trouvera 

2 I 

-5- ss 

3O 1 



2 I 

s2j^= -5- ss 5=1 (mod. 7), 



On verifiera done alors en nombres entiers Inequation 

%p = x* jy* 

et, par consequent, 1'equation 

p = &*-+- jy~. 

Soit encore n = 1 1 . On trouvera 



O 1 

2 X n+1 =s 20/1.3=== == ^ i (mocl.ir), 

"~~" 



et, par consequent, on pourra verifier en nombres entiers 1'equa 
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Soit n = 1 63 ; 2 sera une racine primitive de 1'equation 

^81 - j 

en sorte qu'on pourra supposer 



2 := 2. 



D'ailleurs, les puissances successives de 2, divisees par i63, donne- 

ront pour restes : . 

i, 2, 4, 8j . 16, 32, 64, 35, -70, 23, 46, 

92, 21, 42, 79, 5, io, 20, 4o, 80, 3, 

6, 12, 24, 48, 67, 29, 58, 47, 69, *5, 

5o, 63, 37, 74, 15, 3o, Go, 43, 86, 9, 

18, 36, 72, 19, -38, -76, ir, 22, 44, 88, 

i3, 26, 52, 5g, 45, 73, 17, 34, 68, 27, 

54, 55, 53, "67, 49, 65, 33, 66, 3i, 62, 

-39, 78, 7, - 14, 28, 56, 5r, 61, 41, 81. 

Les restes positifs et inferieurs a = 8i,5 etant au nombre de 48, 

- 1 2 

on aura 



4 V ( tl _L* / " M _._*/ ON _i_ 

fx=: -^ i=:-(av- )=^ (96-81) =5 f 

O \ 2 / - O 

On pourra done satisfaire, par des valeurs entieres de x, y, a Tequation 

p*=x*-+-i63y*. 

Revenons aux formules (io) et (16) desquelles o>n tire 

j_ t m \ k 



i Ton y remplace p par r, on trouvera 
F(r) = (-i) e 
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et, comme on a 

f _ jU-CT-M 
tt7IT== I, I .2,3. . .kT3 = - 

' 



on conclura de la formule (55) 



- 5 - : - rr ) 

1.2.3. . .(n k)rs 

== ( - ^(/H-fcJtTH-l! .'2. 3. ..(2/1-7/1 



ce qui s'accorde avec la formule (3g). 

Si, dans 1'equation (3g) ou (56), on remet pour 
tiree de I 9 equation (38), savoir 



on trouvera 

(5?) 



F(r)==( 1)^(1.2.3. ..Aw) (1.2. 3. . . 

=5 ( i )C^+-*>w ( t . 2 . 3 . . . hw) ( i . 2 . 3 . . . krs) [i . 2 . 3 . . . (n h 



II est facile de trouver des nombres equivalents, suivanl 
aux valeurs de a?, y qui verifient la formule (44) oq. (4 
soit toujours p l la plus haute puissance de p qui clivise si 
X et Y; on aura 



(mod . 



(59) 



D ? ailleurs, on deduira sans peine des formules (32) et (3 
des rapports 
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ou plutot la valeur de celui qui n'est pas divisible par p. En effet, o 
y parvi'endra facilement en remplagant chaque facteur de la forme " 

RA,A 

par T - ?. toutes les fois que h +- k sera renferme entre le 

x ii__/ ii/z _A- l 

limites o, n, et rempla^ant ensuite p par r. 



II. Applications nouvelles des formules etablies 
dans le premier paragraphe. 

Supposons maintenant que n soit un nombre compose et prenor 

v designant un facteur premier de n. Soit encore 

On aura 

De plus, si 1'dn designe par $ une racine primitive de 

et par a une racine primitive de 

on pourra prendre 

Cela pose, soient s une racine primitive de Tequivalence 



et w une racine primitive de 1'equivalence 

^? v - 1 = i (mod.v). 



22 MEMOIRE SUR LA THEORIE BES NOMBRES. 

Les nombres entiers 

l > 2 ? 3, ... ? n 2, n i 

seront equivalents, suivant le module *, aux divers termes de la suite 

I, n, ..., u?-\ v-t-i,- v+ tf , ..., v-f-ttv-^ 
(w-Ov-M, (w-ijvli-ii, ..., (G>--I)V + IIV-I; 

et Ton aura 



Supposons d^ailleurs les nombres v, co premiers entre eux, et faisons 



(mod.w); 



on trouvera 



et, si Ton pose 



on aura encore 



(3) #( a, 0=#(, 

et, en supposant A impair, 

(4) 
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Le second membre de la formule (8) se reduit toujours, soit a 

n~ 1 

soit a 



Eocemple. Supposons, pour fixer les idees, 
et de la forme L\x -+- i, on pourra prendre 



Par suite, la formule (8) donnera 



= 4- Si v est imj 



(9) $(a fl q)$(a- /l $~ l )= i-i-v(^ 



D'ailleurs, si Ton suppose h impair, ainsi que ^-y-^, on trouvera 



(10) 



Done la formule (9) donnera, pour, des valeurs impaires de A, 



On trouvera, en particulier, 

D'autre'part, a devant etre une racine primitive de 

~1* T 

X I, 

on pourra prendre 
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Ajoutons que Ton tirera de J'equation (4) 



v> \ 

v _izll 

2 

Supposons maintenant 

v =- 5 ou A = 4-5 = 20. 
Les formules (12) et (i3) donneront 



.05) .^(,o= i o 

a etant une racine primitive de 

^ >4 =i (mod.5); 
et, par consequent [a cause de u- = i (mod.5)], 



Done 

De plus, ^equation (4) donnera 

Done la formule (14) pourra etre reduite a 



On trouvera de meme, en remplag-ant <; par (; 3 et a par a 3 

p = #(,S 8 )#(a-Ss i ), 

et Ton tirera des formules "(16), (17), (18) 
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en sorte qu'on aura encore 

Rs^Ri?,^/?' 

On trouvera done, en definitive, 

p*= R M R 17il3 x Ri9,nR3,7 = #(, g)#(a, g 3 ) x ^(a- 1 , 'O^ (*~ ! > g 3 ); 
et comme, en posant 

a#(, S ) = X'-h H/ \/~ 4- 0" + 

on en conclura 



on trouvera encore 



et, par consequent, 

(19) ^^V^-h^- 

D'autre part, si Ton nomrne ^ et a les racines primitives des eqi 
lences 

(20) a? 5 =i, a? 4 = i (mod./?), 
on aura, pour determiner X, p., X', p/, les formules 

V-f- p-'a-h (X^-h fji^a)^ jr 4 5 3 -h'5*) ^ 2 3 (a, s] = 2JIi 9ill = o 

V+ jui'a ()/+ ^a)(.? s * s* + s k ) = 2#(a, ^ 3 ) = an 8>7 

(m< 

V fx'a H- (A'H- ^a) (5 ^ s* H- 5 4 ) = 2 3(a"\ s) ~ 2H I|9 

V jx'a (^-h ^a)(^ 5 2 $'-+-$*) = s.f (a- 1 , ^) = 2n i7iI3 ^ o 

OEuvres de C. S. I, t. III. , 4 
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et, par suite, 

* II, <7 



les valeurs de H,,, , II, >9 etant 



iow(iow i). . .(757-1- Q 

i . 2 .3. . .3;sy 

(22) 



0... (per 4-0 

JU. i q = ~ .. " 

ll9 



AppHquons maintenant a un cas particulier les forrnul 
venons de trouver et supposons 



z 

On verifiera les formules (20) en prenant 
et Ton trouvera 

TT 20.19 * o r 

11 1_ miO. 1Q^ 5.3 == 1 5, 

2 -C7 

" 20.19. 18. 17. 16. i5 _ - _ 

317 1.2.3.4.5.6 ~~ " '' " 



Done Tequation (19) donnera 

4/7 =7-1- 5V" 



ou 



Effeetivement 
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So it on core 

On trouvera 



II ^f^iR^^ii^iMl^^ 

<ii7 v ; 0.7.8.9. jo. 1 1 . i . Fanrrrr" 

Par suite, on trouvcra 



On aura d'aille.urs 
ot 



~~ 18, 

3.3. 38. 



*L 
\\ 



EfToctivomenl 



i o i = 8 1 4- 5 , 4 r~ (j* 4- 5 . u 8 . 



En general, lorsquo, v otant impair ot de la forino 
pose 

fi> = 4, 
on pout prcndre 

r = r, ar=/~, 

et Ton tire de 1'equation (4) : i on supposant A = i, 

(2,5) 0j 0rtH-v(t- 3 ) i*4-v(i-w; .^M^^V(I- V -^ ~- 

2 en supposant A = ~ r, 



r, on 



On a d'ailleurs, dans cette hypothese, 
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On trouvera de meme 



(26) 
et 



-M v - 9 ) J' ( V * > 



Dans ees diverses equations, u designe une racine primitive d< 

valence 

,o? v ~ 1 =i (mocLv),- 

en sorte qu'on aura 



v 1 v i 

2 = . 



u 2 = i ou i -h u 2 = o (mod. v). 
Cela pose, on trouvera 

^K^^-vd+w^T: 1 ) = Ci-vjo' 3 T i -.v ~ -(l-v)tt'"-v= __v(i-.,* 



et Ton tirera : i des equations (a3), 



ZTTV ( V I ) V 1 



2 des equations (26) et (27), 



On aura done, par suite : i en supposant v de la forme 80? -f- f 



3o 
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2 CMS supposant/j do la Torino 8.r H- rot, par (umscqnont, 

V " ' ' u ' " ""*""" * * 



D'aulre part, on posant A = 2, eo = /|, A = i dans la formulo 
on (rouvora 



dosignant uno fond ion do $ ot do \/~- i a o.oofficionts ontiors 
oonuno on Jiura 

^ rt mi ' V t . v (a-w m ' '^ J ) ' ^ K " f ' 

on (irora do la formulo (3a ) 



on 

, *() 

On tpouvopa do la inoino manioro 

*(^) 
On aura donr 



et t commo 2 sera n6cossair<minnt d(3 1'unc dos 



on aura oncoro 



IzJ 

n * 
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Si maintenant on combine 1'equation (23) avec la premiei 
mules (34), puis la premiere des equations (26) avec la se 
formules (34), on trouvera 



(35) L*W-'.O.I=BM* 
et 

(36) [^C/ 17 !, S")] S = R : 

On aura, au contraire, 



et 

D'autre part, on aura : T en supposant v de la forme 

V f V 1 ) V ( V 1 I ~ * 

2 2 

et, en supposant v de la forme 8a? -4- 5, 

TJV i v l ) 



Done les formules (35), (36), (37), (38) clonneront, si 
forme 8x -h i, 



V 1 

s)J~ -=.p 4 R 1 _ 2Vil _ 2v R z ^_v(i-+-K 2 ), 

V 1 
CY1*~/J 4 R ..... -,.^ .. ,-,..,. .. 
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et, si v est dc la forme 8a?-+- 5, 



31 



(4o) 



1/J'vV !, 



V 5 

* 



~ P 



),!* V(l-t-tt) 



Observons encore qu'en vertu des formules (26) on aura 



(40 



u- < 



(42) < 



et, par consequent, 

,s) ^/o 

, w ) ==/ 
TI^) == / 

TT, s ) = / 



(43) 



11 ^) (s - 



;'_... - K g_g 
; _...+.gav- g 



, ^ , f { , g-, designant des nombres entiers. De plus, on aura 

q _|_ gW ^ g* _|_ , . . 4_ gWV-J + ?tt V- a __ __ j ^ 



v t 
2 = 'i" 1 " v = v. 



En combinant les formules (42) avec les equations (3o) ou (3i), on 
trouvera : i en supposant v de la forme 80? + i, 

v t 

(44) ' 4/~ r =/ '-i-/t 1 + 5'J + v^j, 
2 en supposant v de la forme 8a?-f- 5, 

(45) 4/~ r =/,' + v/?H-^; + v^f, 

D'ailleurs on verifie la seconde des formules (44) ou (45) en supposant 

(46) /o=63, ^o=S, /i = -ys -i=7*- 
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On aura done, si v est de la forme 8 a? + i , 

(47) 4/^=(6 2 +vf)(a 2 +<-) 
et, si v est de la forme 80; -+- 5, 

(48) 4/T-'=(6-i-vy)(3'+6'). 
Enfin les formules (42) donneront 



(49) 



II est bon de remarquer encore que, les valeurs de/ , g- . 
/ = 2&o-&i &* /,==&! &*, 

f, sera toujours pair ou impair, en meme temps que / , et 
impair en meme temps que g a . Cela pose, si des deux no 
Fun etait pair, i'autre impair, il faudrait, en vcrtu des torn 
que S, fussent tous deux pairs. On gurait done alors, en s 
de la forme 8a? -H i, 



z=i r/o\ 2 /\ 2 i 

(so P =(".-*- ^[(O^vO j 

et, en supposant v de la forme 800 + 5, 



(50 



-s - etant cleux nombres entiers, Tun pair, 1'autrc impair. 

2 2 

des deux nombres 8, e Tun etait pair, 1'autre impair, 6 e 
necessairement pairs, etl'on trouverait : i en supposant \ 
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2 en supposant v de la forme 8x -h 5, 
(53) / 



-5 etant deux nombres entiers, Pun pair, Pautre impair. D'ailleurs 

on ne pent supposer les nombres 6, y, o, pairs tous les quatre, 
puisque le second membre de la formule (47) serait alors divisible 
par 16, tandis que le premier est seulement divisible par 4- 

Si 6, y, o, etaient supposes impairs, Pequation (47) se decompo- 
serait en deux autres de la forme 

Or, p etant de la forme l\x -+- 1 et 6 2 , y 2 de la forme S#-M, la pre- 
miere des equations (54) aurait un premier membre de la forme 
8cc -+-2 et un second membre de la forme 8#-f-6, si v etait de la 
forme 8x + 5, ce-qui serait absurde. 

Done, lorsque v est de la forme 8 - o? -t- 5, les deux nombres et y, ou 
les deux nombres o, , sont pairs et Pequation (47) se reduit a Pune 
des equations (5i), (53). 

Au reste, lorsque v est de la forme 8#+ 5, alors, en ecrivant 2^ 
et 2y au lieu de S et y, ou 20 et 2 au lieu de o et de , on reduit la 
formule (5i) ou (53) a 

V 3 

(55) p * =(6*+v 

tandis que les formules (49) deviennent 



, KflN 

(5o) 



y(c - 
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Ajoutons que, dans ces dernieres formules, on pent touj 
poser o, premiers entre eux, attendu que, si o, e avaient po 
commun une certaine puissance de /?, on pourrait evidemi 
passer ce facteur dans les quantites , y. Cela pose, si Ton 
et s les racines primitives des deux equivalences 

(67) cc^i (mod./?), 

(58) ^ v ==i (mod./?) 

et/? x la plus haute puissance de/>, qui divise a la fois 6 J et^ 
etre tel que des quatre rapports 



- ^ y - 1 - > -- > - ) - -. - 
P P P P 

I'lin au moins soit equivalent, suivant le module/?, a un no 
different de zero, aucun d'eux n'etant equivalent a - De 
posant 

(60) V-^,* -- 2 ^> G=p l x, y=zp*y, 

2> 

on tirera cle Tequation (55) 



Si [A se reduit a Tunite, alors o; 2 + vj 2 etant >i ( i ), il fa 
Ton ait 

(62) ' ^ 2 -+- 2 = i, x--+- vy*z=pV- 

et, par suite, 

(5 = o, -=11 on 3 = :i, = o. 

Quant a la valeur de X, on la deduira sans peine des formii 
Soit, en effet, v' le.nombre de ceux des indices 

(63) i, a 2 +v(i u*), a*H-v(i M*), ..., uv-*+-v(i uv~ 
( l ) Foir la Note II a la fin du M6moire. 
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ii sont 1'ijuivali'iils. suivanf lc> module n, h ]'un dcs suivants 



i, it, 3, . In!., 



v" It* immbrr dt* rtntx dos incliros 



ii rf'ttipiissctit la mn 



i v 5 
...... _, 



TU t ; vidt*ituiMMil lc phis polif dos (juatro nombro.s 





, iti a\ant rgard au\ fb 



v 






iot). Soil 

v ; ., 5, 

On 



H i i*l ) t (*. f | ), { 2(] donnoront 



Ill* IlllJH, ,si Foil 



36 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBR1 

et, par suite, 

R M ~ a a 10 (a 2 a 12 ) (g 2 -H g 3 ) 4- (a 4 a 14 ) (g 4-.g 4 ; 



+ [a 5 a ls (a 3 
On tirera d'ailleurs, de la formule (19) du paragraphs I, 

#( I,S)= I, #(i,s)= I, 

et, par suite, 

a a 5 H-a 10 a 15 = i, a 4- a s -h a lo H- ai 5 j 

a t a 6 4-au a 16 =o, a^a^ a u 4- a 1G ~o, 

a 2 a 7 4- a 12 a 17 = o, a 2 4- a 7 H- a 12 4- a 17 = o, 

a 3 a 8 -+-a i3 a l8 =o, a 3 -ha 8 H- a 13 4-a 18 ~o, 

a^ a 9 H-ai4 a 19 =o, a 4 H- a 9 4- a u -+- a 19 ~o; 

puis on en conelura 

aio ==: I a , 841^^ aj, ais = a 2 , ai 3 ^^ a 3 , 
a lg n^ a s , ai 6 ^= a 6 ai7 = a 7 , ai 8 a 8 , 

R li9 = i-t- 2a 4-a, a 4 (a 2 H-a 4 )(g g 2 g 3 -f- ^) 



Enfm la formule (55) donnera 

(67) ^ = (6 s H-5y)(4- e ) 

et, comme S 2 + 5y 2 surpassera 1'unite (* ), on en tirera neci 



( l ) 6 2 4- 5y 2 pourrait se reduire a 1'unite si Ton supposait 

6 4 = i, y 2 = o. 
Mais alors la formule (67) deviendrait 

8* -t-e* = /> 
el Ton tirerait des equations (69) 



ce qui est absurde, puisqae ni n l)9 ni n 3 , 7 ne sont divisibles par p. Done 
que 6* -+ 5-/ 2 se reduit A 1'unite doit 6tre rejetee. 
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Donr, tout uoinhro prornior do la lormo 200? 4-1 ost on rneme ten 

do la fortiio #* H- ;>y' J , on sorto qu'on pout satisfairo, par ties vale 
ontioiTS do .r t >% a lYMjuation 



Quant aux valours do x 6 f t >' -= 7, olios pourront otro dctermin 
it Fatdo des ioruiul^s 



H -\ 

ott tiro 



ot par suito* 



is, on roiii|ilaf;itiit. p parr, 



s \- 



on aura a 



ou 



ttroni di*H formulos (f>y) f on y rornplac^nt p par r t 



#. Si 1'on prond /; -^ |i CHI trouvera 

II ltt 3-"*ll| /t ":r5 (mod./iOi 

* 
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Effeetivement 

Si Ton prendp = 101, on aura 

n li9 E=n 377 == 1 8, 



Effeetivement 

1.01 = 8n- 20 = 9 2 4- 5.2 2 . 

Si Ton prend/> = 61, on aura 

zjj = 3, 



27.26.25.24.28.22 

n, t7 =(- 7 ) 4.5.6.7.8.9 

^ 2 = ~~ 1 7 2 = 289 = 1 6 = 
Effeetivement 



Soit encore = i'8i. On trouvera 



__ 90. 89. 88. 87.86.85.8Zj. 83. 82 = __ r i.3.5.7.9.n.i3.i5. 
M "~~ 1.2.3.4.5.6.7.8.9 " 2 i. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. c 



Effeetivement 

l8l = I-i-iSo=:i 2 -H5.6 2 . 

Seconde application. Supposons 



u sera racine de 

^^ I2 = i (mod.iS), 

et Ton pourra prendre 

a= 2, " 

M=I, ttssa, a 2 =4 w 3 1 5, 

a 6 = _ I? a 7 _ 2> ^ = 4, ^ 9 =5, 
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Ola post'% les tonnes do la sch'ie (03) seront equivalents, suivaht Ic 
module /i.i'i = .m, aux quantites 

, /i 3(>:^i 7 , 3 aOisaQ, rH-^6ssa5, 

4 H- 65 3=2 9, -. 3 4- 5a E= /Je), 

<lont quatro sonf renfermees (nitre les limitoa o ct 26, tajulis quo les 
l(M*mos(li la serie ((J.-i) sennit equivalents, suivant Ic oieme module, 
aux quantitos 

a 9 1 3 .;:> 4 1 , 5 4- 78 as ai , 6 65 nss /J5, 2 H~ 3() ss 87, 

5 5^1 ::q 5, (5 -f 3<) S 33, 

<lunt deux sont renferoiees entre les limites o ot 26* On aura done 



ot, par 

- r v 5 



1 * L 'JL v "" 3 . r 

Done on pourra resoutlre on nombres ontiers liquation 
(7'-*) p~ (& + **)(**+ tiy*) t 

ot commo **? a 4-i^y 9 urpaaora Funite ( ( ) f attendu qu'on no pent 

sitpposor Y = <>t t v o ( f ) f on aura neeessairement 



"r: J OU 



I 1 ) SI Y 8*6vanouUwit Its formulos (56) danneraient 
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On tirera d'ailleurs des formules (s3) et (26) 



0, 



et, par suite, 

(mod./.) (), 

5 ^ M 

ce qu'on ne saurait admettre, eu dgard aux equations (74), en vertu desquelles 

$(a,$) , . 

-~ - - =0 (mod.p). 

$(*,*) 
( fl ) II est bon d'observer qu'on doit entendre ici par 

$(a,s) 

#(,J B ) 

ce que devient le rapport 



quand on y substitue a au lieu de / J ot ? au lien de 5, apres 1'avoir transformd a 1 
formule (12) du paragraphe I, de maniero que ces substitutions ne rendent pas le nume 1 : 
d^nominateur simultan^ment divisibles par p. Sous cette condition, la remarque qu'on vie 
' est exacte et pourrait Stre exprime'e dans les termes suivants : 
Liquation 



jointe aux formules (68), donnerait 

'^1,25^9,11 ^29,49 = ^31,41^21,5^33,45? 

puis, en ayant dgard ^ la condition 



R = p 



qui subsiste quand aucun des nombres A, A-, h -\- k n'est divisible par = 4 V = 4- z 3 = 
conclurait 

P "31,41 "29,49 =:: "51,21 "43,25."3l,4l "33,45" 



Enfin, en remplagant dans la derniere formule y/ i par a, s par ^, et gene'ralemen 
H n _ 7l n_)t, on trouverait 

^21,51133,333 n ljM n Bjn n 15jll n 19j , (mod./?), 

ce qui est absurde, puisque aucun des nombres 

n lj25 , n 9>11 , HiSjin ^19,1 

ne sera divisible par p. Le rapport entre le premier et le deuxiemo nombre de la derniere 
nt ce crtt'on doit entendre nar I'exoression -~ ^-^-. 
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puis, des equations (2/1) et (a(>) f 

^ r i(_ v /:ri, j -/'KiMTRw^iW 



IVaiUro part, o 2 -he 2 etant recluit a 1'unite, les formulcs (/)/>), (f5 
donnoront 



ou, parec 1 (jut* fiss/^o?*, on trouvora 

4/rhr^ I J (v/'^i t c ) ^ ,i(/:: 'i, -)J j.f (- v/~ ) ^ rf (- v/ 1 ^, M )1 

r7/ 4 (H l/Js ltjj 7 H ti ,4i+H;j7,i,Uii,!l 3 ,w)(Hsi,a7l"U3,;iiiIUS3+ 

ou, c< qut revicnitau in^mo, 



ou hion onroro 






Si, dans <wtte dornifcre formule, on raniplace p parr, on tirera 



on aura, d'aiileur*, 

.1(v /: " i, < ) '- ^ '^ - V'~'', w ).' *(- V Cr ^ ) - 
on en ooiwlura 



ot, par suite, 



i& MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 

a aura de pi us 

2601(263? l). . .(2057 -4- l) 



(-8) 



2657(2637 r). . .(2357 -4- l) 

;i ~~ 1. 2. 3. ..333 ' 

2657(2657 i). .. (1737-4- i) 



r . 2 . 3 . . . 9 w 



Exemples. Supposons 
On aura 



p = 53. 



37 = I, 



26.35.24 
r.2.3 



1.3.5 



26.25.2/4.23.22.2 r .20. 19. 1 8 3 7.9.11.13.15.17 5 

9 ' 17 ~~ 1.2.3.4.5.6.7.8.9 1 4 4.5.6.7.8.9 ~~ 4 ^ 



7-*-9 

nn 3 
1,25**9J7 3 , 



x- == i . 



Effectivement 

Supposons encore 
On trouvera 



78.77.76 __ i i.3.5 5 

1.2.3 ^"^ 8 i.2.3 =ss "~ 76 ' 

i 19. 21 .23.25.27 . 29. 3r . 33.35.37.39.41 .43.45. 47- 49- 
2 18 10. ii . 1-2. i3. (4- ^5. 1 6. 17. 1 8. 19.20.21 .22.23.24.25. 

i 29.3r.33.35.37.39.4i.43.45.47.49.5i.53 i 

2 18 "ro. ii . 12. 1 3. \[\. 1 5. 1 6. 17. 18.20.22.24.26 2' 

i n lt , 5 ii 9 , 17 _ 5 __ 



n 



3,23 
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EfFectivement 



. , Q , 
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^ III. Suite dit mtme mjeL 



f (a'', 



Roprouons los formulas (f\) ot(7>) du paragrapho II. On on tiro 

/ ,T('' f ) =: ,f 

) < _^ (" 

] -' "" " -----_------ 

I l ' VIV- II 

' ,'~J I 

Pon trouve do la inom<* inanioro 



On aura (PsiilliMirs, on vorfu do la formulo (2) du paragrapho II, 

" WI -+-PV(/~M W ) ::r: "*" -f-PVI/l-*- /.'to W m > 

Hnfin, ronuno, on snpposant v promior, on aura 

y~, i 

// a ss i (mod.v), 
on frouvora, si v OB{ do la Ibrmo f\& 4 i, 

(3) J(^,^" 1 )- 

ot, si v ost do la formo /j.r -4- 3, 



Supposons maiittonanl (juo to soil an nombro proniior o( ilonuni 
uno raoino primitivo do 

(5) jjw-'sno (mod. 6)). 

Si Pon prond 
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on aura 

(7) <p(a,s) = <p(a% $)=...= 9(a* w ~ 3 ,g), 

(8) #(*, S) #(* a3 > O- - -#( aM , S) = <p( a , O, 

(9) <p(a,s) = <p(a',g)=... = 9(a ,).. 

On trouvera de plus 

fi) i 

a * ~ i (mod. co). 
Cela pose, si co et v ne sont pas tous deux de la forme L\x -+- 1 , 

= a "** (a4-a*H-...-ha* u ~ a ) -i- c .(H- ' -H..'.-h a w ^) 

4-. . .+ a w ~ 3 -H c x (a-H a^ 3 -H . . . -f- a w - 2 )] ( S + 



ou, ce qui revient au meme, 

= 2 a 6 c 4- (6 c )(a a 
-4- [aa ; *' c' -+ (6' c' ) (a - a a 
-f- [2^-- fe" 

ou enfin 



+ [( 2 ^_ y C ) (2 a 

^ [ 2 (6 _ C ) _- (6'c') (b ff c /7 )](a - a-f- a* 2 -... 4- a^" J 

-h[(6' c') (M c ff )](? s"-K.. $" v ~ a ) (a a -f-...- 

Si Ton fait, pour abreger, 

A = 2(2 &-c) (aa' ^ c') (aa ff b'c"), 
Bz=2(^ c)-(6 ; c') (6 r/ c /; ), 
C aa' fe'-c/ (aa ff M c /; ), 
D = (6' --c') --(*'--<?*), 

les quatre nombres A, B, C, D seront tous pairs, ou tous imp 
Ton aura 



(10) 



J) ( a a -h . . . - ato ~ 3 ) ( s S" H- . - - S 1 ^" 1 )- 
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Si v i*t w tt;tit*nt tuns iltMix fit 1 la farm** 4# 4- 1, alors ['expression 



HI* fi*iliiir*iil a HIM* jitttHHittift* tnitim 1 etc 1 p 9 at liquation (to) prondrait 

lit I'oniM' 

tin '$?() -A, 

IMI snl'tl* ijtMttf iflflttt 

II * ll H 1) ' 0, 

en t*t v tit* Mint |HH ttnm doux di 1 la forme f\x -M, Ic produit 



si* rriliiit it tun* ptttsHjuin* inliin fc <lt/^ On a f d'aillo,ur8 gen^ralemcnt 



|h |ltii. tirt'ra l ( IVquttlion (10), on y rompla^ant successivemcnt 
* |iar " ft ; |ar ;", 



* lit* -*... ""')( ---... -e""" 1 ); 
t-r I'MII tniuvrra : i" IMI Hupfiotwut A> 't v do la forme l\x + i , 



i-tt H U |iimsint v iti> l runiif 1* 4- 1 H w ' 

,..<- >*.<), ?(".<) - 

5 - ,. ,M,snt v 4* b fiirnw- V'" * ^ ' '^ 
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4 en supposant v et co de la forme l\x -f- 3, 

^(aWO^aKa-Sr- 1 ). 

Done, si Ton fait generalement 

(i4) . 0(a,g)Q(a- 1 ,s~ 1 ) p* 9 

on aura : i en supposant v de la forme [\x 4- 1 et co de la forme 



2 en supposant v de la forme !\ac H- 3 et co de la forme L\x -+ i , 

(16) p*=<p(cc, s)<p(a, "} = <?(*, s) <?(*, s)5 

3 en supposant v et co de la forme L\x -H 3, 

(j-) ' />* = ?(> g)9( a , s tt ) = ?(") ?( a ,s). ' 

Si maintenant on substitue dans les formules (i5), (16), (i 

valeurs cle 

Q(,s), Q( a , s), Q(,s B ), Q( fl ,s w ) 

tirees des equations (10), (i3), on trouvera, en ayant egard ai 
mules (12) : i en supposant v de la forme [\x -^ i et co de la 
l\x 4- 3, 

(18) i6/?*= A 2 -f- wR 2 H- v C- -h cov I)% AC -4- wBD = o ; 

2 en supposant v de la forme L\x +- 3 et co de la forme i\x -4- i, 

(19) i6/?^nrA 2 -hcoB 2 -H vC 2 +G3vI) 2 , AB-hvCD = .o; 
3 en supposant co et v de la forme L\oc + 3, 

(20) i6^=zA 2 4~coB-H- vC 4 -H&)vD 2 , AD BCrzo. 
On verifie les equations (18) en prenant 

A ruga, B = Se, C = G)y, D=y3 
et, par suite, 
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oil 



A :" woo, B ~ 6fi, C = y, I) = yo 

H par suite, 



vf ) . 

On verifie les equations (19) on prenant 

\ -.;: od\ B = vyt, <; = 6 f I) = yd 

< l t f par suite, 

( '>- ^ ) ' 1 6/>* = ( 3*4- V ? ) ( 6M- w vy 1 ) , 

ou bion 

A vSr], B = y, , C = - 6s, 1) = y5 

i l t f par suites 

( v8 s -f- oo^ . 



Enlitu on vArifie los Equations (ao) en prenant 

A = 6a t B = 6i f C = yo f 
*t f par suito, 



Applications. Supposons, pour fixer les id6es f 



on aura 



:ir-:J :-. (mod.3); 

r^ t f // 1- a, 4 8 (mot 

- M" 1 ) - ^ m 5 ( /i // /n ) =s 6 // Wl 5 A, 

' /i /< \ . ^L^iiJ^iizii ^jLzfA^LiM 

^30 -10/i v inA 



(29) 



(3o) 
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on trouvera par suite 

<p( a> ) =:'#(*, = -g-^ =-g7 =R M 

9(s) =^(Ss) = e^," 1 " R - i - 4== Ri4 - il? 



(26) 






Cela pose, on aura 



et la formule (21) on (22) donnera 



ou 

(a8) i6/ = (e'-h33*)(36'-t-5y). 

' Revenons aux formules (10) et (i3) et supposons v de la 
40; + 1 et a) de la forme 4*? + 3. On trouvera : i en prenant 

A = 63, B = &, C= u.y, = y3, 



Si Ton prend, an contraire, 
on aura 



;-_ys, I)=yJ, 



4<p(a,s") =[-a(a- 



y(s - 
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Dans les equations (29), (3o) on peut toujours supposer e, o premiers 
entre eux et faire passer les facteurs communs qu'ils pourraient avoir 
dans 6 et y. De plus, si les quatre nombres A, B t C, D sont impairs, 
.6, y, o, devront Fetre aussi, et Fequation (21) se partagera en deux 
autres de la forme 



on Fequation (22) en deux autres de la forme 

(82) 4A>*'=e 1 +&vJ 2 , 4A>*"=&)6 l -+-vy*. 

Si, au contraire, A, B, C, D sont pairs, 6, y seront impairs et les 
equations (21), (22) se partageront, ou comme on vient de le dire 
lorsque o, seront impairs, ou dans le cas contraire, ainsi qu'il suit : 

(33) p*'= 8* + ue*> 4p A '" 



Ajoutbns que Fon determinera facilement p k " en cherchant la plus 
haute puissance dep qui divise simultanement les deux produits 

9(,09( a i^)> <?.(<*" s) 9 ('W')> 
qui se reduiront, si Fon admet les formules (29), a . 



^_ 
et, dans le cas contraire, a 



16 



^ r ^- 

ID 

Supposons, comme ci-dessus, 
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on aura 



, 

I'M 4, II 

?(,s)?( s ,s)=B IM1 R M P^ 11 - 

J: M3,7 

Done alors f=i 9 et comme on a trouve k = i, on aura necess 
ment # = o. Par suite, la sompne 

o-4-ws 2 Oil e 2 -h&>5* 

se reduira necessairement on a 1'unite, on a 

4~ i -+- co ~i -h 3 

et les nombres 6, y verifieront Tune des formules 



D'ailleurs, les seconds membres cle ces dernieres formules ser 
divisibles par 8 si 6 et y ou fr - et - etaient impairs, tandis que les 

miers membres sont divisibles seulement par 4- Done 6 et -y on - 

doivent etre pairs etl'on peut resondre en nombres entiers Tun^ 
equations 



Or, comme on a generalement 

o? 2 = :j (mod. 5), 

on en conclut 

5/ 2 = 2 (mod.5). 



Done p etant de la forme i5x 4- i ne pourra etre en meme tern 
la forme 3# 2 H- 5y 2 , et tout nombre premier de la forme i5x + 1 
fiera la formule 
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II reste a trouver la valeur de oc. 

Or, d'apres ce qui vient d'etre dit, on aura : i si Ton si 



2 si Ton suppose o 2 4- we 2 = 4, 

4/> = 2 -h i5y 2 = 4 ( ^ 2 H- J5/ 2 ), 

g2 g2 - V S 

^ = T6 = T6 (3i+we8) ' . y t= -fg( ds +^)- 

On aura done, dans tous les cas, 

^=|l(4+a) e ), ^=^( 9 +6)e 8 ). ' 

D'ailleurs, on tire des formules (29) et (26) 

(a^g'0 = ^( 2 +w^ 

9(a, g ") ~ -!g (^+ a) 2 )[o y(g ? tt -f- . . . g wv ~ 2 ) (a -+-... a w 

On aura done, par suite, 



puis on conclura, en remplagant p par r, 

^2__!5^2= lilj^n^s (mod./?) 

et, comme on aura de plus 

# 2 -hr5y 2 = o (mod./?), 

on trouvera defmitivement 
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Exemples. Supposons/? = 3i. On aura 

&= 2, 

5ro(5cy i)... (4**-4- 1) __ 10.9 ___ /g_ / 

JJL 4 m - ^ - ' - t-\J = AH 

lf * r .2.3. . .or 1.2 

i). . . (8tj-i- i) ___ 20. 19. 18. 17 __ ^ ,, 
- 



.~ .=== 

Done 

2 = 16 + 1 5 =z 



Supposons encore p = 61 . On trouvera 



20. IQ. l8.I7 ^ o e- OK 9 

,.a.3.4 7 =5. l9 .3., 7 ^-5. 7 ^-35 s - j, 

4o.39.38.3 7 .B6.35.34.33 r aa o a 5 

*- '. a .3.4.5.6. 7 . 8 =5.. 7 .. 9 .33.3 7 .3 9 =-. 



Effectivement 

6 1 = p = i -+- 60 = i 2 -H 1 5 . 2 2 . 

En general, v etant de la forme (\x-\- 1, co de la forme l\x-{- \ 
o, etant supposes premiers entre eux, on conclura des formules ( 
(82) on (33), (34) qu'on peat satisfaire en nombres entiers a 1 
des deux equations 



(36) _ 4p /c ' A X' 

et comrne les seconds membres de ces dernieres seraient divisi 
par 8, si 



v 4- co Oil i + vco 



etant eux-memes divisibles par 8, les deux quantites X, Y et; 
impaires, tandis que les premiers membres sont seulement divisi 
par 4; on aura necessairement, dans cette hypothese, 



(87) p Ar '=X /2 -hvcoY /s ou 
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Dans cos diverses formules p k " est la plus haute puissance do/) qui 
divise sirnultanement les deux produits 

Soil dYilleurs/? la plus haute puissance de p qui divise shmiltane- 
inent les quatre expressions 

X, Yseront divisibles par/?; et t en posant 

X~/P\t% Y = /J\y, 

on tircra des formules (3(>) 

IVaillo.urs, p etanl tie la forme vcoo? 4~ i la socoudo, des equations (/jo) 
\\( i pourra etre vcYrifiee (ju/autant qne Ton aura 



(inod.w), 
(mocLv) 



<>t, par suite, 



ou f ce qui roviontau meme, 

Done, si Ton a 

(40 



(mod* 



on no pourra satisfaire a la soooiulo <l<*s form tiles (4 C> ) ^ l l()rl < 
necessairenuuit 



( 4 a ) 4 />** t= ^* f + Vf *> j* s 

Application. Soil co = 3. Alors, si v est do la forme 120?-!- 5, on 
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aura 



W =[!]=- 



et, par consequent, on pourra verifier, en nombres entiers, Tec 
tion (4 2 )- Mais, si v est de la forme 123? n- i, on aura 



et Ton pourra seulement assurer que Tune des equations (4o) 
resoluble en nombres entiers. 

Exemple. Soient 

co nr 3 , v 1 7, cov = 5 1 . 

On trouvera 

M 3, # = 2, 

M =3, w 2 =~8, ^ 3 = 7, *j 4 =4, " 5 =5, u* == 

w 9 3, a 10 ==8, a 11 7, . l2 s=4, ^ 13 = 5, u ~2, 

r - = = -i (mod. 3), 

v 17 v n 



vv(fi u m ) ~ a m i^(h u" l \==i%u m 

8 17A 917/i 30 17/* 15 17/i 33-17/* 42~17/i 2 

: - 7i - : 

^17/i 
-17/l ^27 17/i ^:}9-17/i ^45 17/t 48 17/4 24-17/4 1 



puis on en conclura 



R-1,16 K-43,25'Kl3,4 1^49,19^ R-17,173 
p R P R /S>3 

l37,3i "10,7 "22,46^28,40^17 

1*37,31 RiO, 7 "22,46 R28,40/ ? Rl7, 17 



9 (a 2 , q) =Rso,35R8,26 Rs8, 47 ^2,32 />Rs4,34> 
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En cTautres termes, on aura 



( r \ n 4 *3.25 49,19 

(*>$) P j{ fr- TJ 9 

1X 50,35 ^38,47 l *-34,34 



(43) 



US, 25^49, 19 



\ 9 * / p i> > p 

^S?, 31 ^22,46 "28, 40 

Or, la plus haute puissance de/?, qui divise simultanement lesex 
sions (43), sera p*. On aura done 



= 3. 



De plus, les produits 



seront Tun et Tautre divisibles par /? T . On aura done 



et Ton pourra resoudre en nombres entiers Tequation 

(44) 4/?~^ 2 -+-5i/ 2 . 

On trouvera d'ailleurs, en raisonnant comme plus haut, 



n 10 , 7 n 17 , 17 



et, par suite, 

(45) 



En general, lorsque w est de la forme 4^-4-3 et v de la f 
a?-+-i, on peut decomposer .Fequation (21) en deux autres < 
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forme 

(46) 4/>*'~<5 2 +-o) 2 , 4^"~6 2 -*-y 2 , 

ou 1'equation (22) en deux autres de la forme 

(4 7 ) 4/>*'co5 2 -4- 2 , 4p*"^w 

Car, chacun des binomes 



sera necessairement impair ou divisible par 4 et, si Tun d'eux 
impair, les deux termes de Fautre binome dans la formule 
ou (22) seraient pairs et divisibles par le facteur 4, qu'on pou 
evidemment faire passer dans le binome impair. Ajoutons que 
pourra toujours supposer o et premiers entre eux ou n'ayant d'^ 
commun diviseur que le nombre 2. 

Cela pose, soit toujours /? x la plus haute puissance de p qui d 
simultanement les expressions (3g). p h " sera la plus haute puiss 
de/? qui divise simultanement les produits (38). Ou aura d'ailleui 



et Ton po.urra resoudre Tequation 

(48) 4^"" 2X =^ 2 -i 

ou 

(49) 4/?*'-^=: &)d? 2 

De plus, on tirera des equations (29) 

(a, s) 9( a , s") 4- <p(a, s ft ) o(a a , 



, s)] = a($ a we 8 ) (6* 

- Q nk" f %1 . ,xe2\. 
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ou, ce qui revient an meme, 



(5o) 



00 z = 2- 



En operant de la meme maniere, on tirera des formulas (3o) 



(50 



U>X 



, cp(a,g) 9(<* a , ")-+ ?(<*> s M )<p(a*, s) 

.2 v y- m 2 ! 7771=; ' 



2 ?( a ^ g) ?( a > s") + ?(<*"> s) ?( aa > i") . 



Si, dans les equations (5o), (5i), on remplace p par r, on dedi 
facilement des formules ainsi obtenues et des equations (46), (l\ 
(48), (49) les vaieurs de a?, 7, S, . 

Example. . Solent toujours 



On aura 

<p(, 5) = Rj i4 , 



, g) = R 1M i, <f(*> S") = 



et les formules (5o).donneront 



(52) 



De plus, les formules (46) et (48) donneront 
(53) 3^3e s =4, ^ 2 - 

Enfin, on aura 

Ri,4Rl4,ll~/ ? J 

OEuvres de. C. S. I, t. III. 
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et, par suite, les formules (62) se reduiront a 



,R,4,11 

Si, dans ces dernieres, on remplace p par r, on trouvera 

(54) 

puis, en combinant les formules (54) avec les suivantes, 

= o (mod./?), 



on trouvera 

n i , 4 II 2>8 (mod./?). 



Ajoutons que la premiere des equations (53) entraine Tune des su 
positions 

en vertu desquelles 

sc reduit a 4 ou a 2. Done 

(55) =1^4-==^ = 2 on i (mod./?). 



2,8 



Qitant aux valeurs de x, y, elles doivent etre paires pour que la secon 
des equations (53) puisse etre verifiee. 

Prenons, pour fixer les idees, p = 3i. On aura 

n li4 =j4, Us, s 9 (mod.Si), 
jLd-HjL=5 + is5-6s~i (mocl.Si), 



2,8 i, 4 



-y- == i54- = ^= 15 (mod.Si), 

4 4 
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l k rt*fioii> citron* ft , lli . lift trmtviTa 



'- : t '* "1,1 - 7 

M, . lit* ij 



. 
I.I ', ' t , ,-~{>o t 

i 



niaiii tjttt* en soil <lo In form? f\x+i et v do la 

iiirsiii* .| J? " l ^ ' LVtjttiitifiit (til) sira cliviHibte on deux autres dc la 

finiiif* 

i 'tis i |/* ;.-, i 1 -t- v\ |/^ r , 6* I- wvy s , 

on I "*.| i i*ii ii*tix ittitrrH clt* la formo 

i *i- * .$/** -- : ^* -t- f 1 , ^/# 4 "* .' vS 1 -h City 1 , 



, f rifiiil til** itiiii tliviHililiH pur /i. Si diulIeiirBp x d6sigue la 

ili // tfiii ilivist* siiiiultaru>iiient 6 ct y, alors, en 



.-,|i % y - py, 
till III til*** !*f|UittO!!H ( VJ) OU (. r >7) I 



lit! li 



iiliit, .MI Int ^^ iMriiMil'*(vMou (1<M* oa trouvora 
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oubien 

:, g) [-h<5(g g"+. . -~$" v ~ a )][ 6(g "4- . . . g" 7 "" 3 ) 4- y(a a a 

4<p(a a , g") [e d(g g*4-. . . S BV ^)][ 6(g g-h. . . g wv " 2 ) y(a a a 

puis on en conclura, dans le premier cas, 

(a a , g M ) -h <p(a rt , g) cp(a, g") 

vO UJ 1 / f* w5 : 

(62) 



et, dans le second cas, 



(63) 



Eocemple. Supposons 
On trouvera 



^-H-JX 




ffl(, ?)?(", s)-t-ffl(a, s")a>(fi 


a , S") 


/,* 




9 (, S ).(-, S ")H-9(,09( 


a c") 


^ftViX 




9(a, S )<p( a a ,g)+9(a, ? )?(o 


a ,S") 



u =. 3, a = 2, 



(;==-=== 2 (mod. 5). 

7 



Ju/W* /-'^ 

'' V a > 5 j 



9(a, g) =R lft6 R u , 17 R M Ri 3 ,29~ 



i, 26 



"R I-J _ n " : ^^ 19 "24,18 ' <31,2 

1, 18 l*-26, 31 22,6 - /> - f 



*33, 13^27, 17 
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et 



On aura, par suite, 

x- wv 2 OU coy 2 
^ 



^ +p*X... ;. 

,29-<--34,22^26,23 



T> is n 

^13,29^33,13 ^27,17 
5 2 V 2 Oil 2 V^- *0 /^ ^34,19 Rg4,18 Rgt ,26 Rs3,3 

^i = 

\ 

puis on en conclura 

M* 35 J 2 OU .^y2-^rr r 2^ Q ^1,1 6 n ilil7 II^ 9 ILn^ttg^ 

n 2 2,6 H 2t22 n 8il8 



C __r, .-... 



On aura d'ailleurs, en vertu des formules (56), 



ou 
ou 



D'autre part, /? etant de la forme i5a? H- i, on ne peut supposer 

5/ 2 -f-7^ 2 zz:4 / >, 

puisqu on en tirerait 



7 2 = i (mod. 5), 

tandis que 

7 2 z=49 = --i (mod. 5). 

Done, on aura simplement 

(64) , 5 2 -f-7 2 =4 /? , ^ 2 - 

les valeurs de 

^ 2 , y\ &, e 

pouvant etre determinees par les formules 



== 

//%t ,. 11 22,6 

(O5) 



= rtc2 = ia6-ll17--4,9 -"-2,32 

^22,6 Hit3H9 



, 18 
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Si Ton eut pris^ au contraire, 



on an rait trouve 



u 



V , 



a = 3, 



~ == 3 (mod. 7), 
o 



0, 0_ 6 16 



03 



_ ,i3 

Mi,4 p 



T) p p , 

1*22,8 "2,23 ^32, 18 J 



2,18 



(66) 
(67) 



n ,/\ ^13,27 R 33,1 2 

- 



A: = 3, F=i, A:' =2, X = o, 

4/? = ^ 2 -H 35 j 2 , t\p = 5 2 + 7 s 2 , 



II est important d'observer que les equations (65) peuvent etre 
sentees sous les formes 



(68) 



<p(a, g) 9 (a f s) 



21 



o / ^r> ' 

= 7 e'= f 
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On tirera, au contraire, des formules (67) 



(69) 



06 0* 



19 024 06 026 0.11 013 033 03 027 017 012 "+-... 



05010020 05010020 

Or, la premiere des formules (68) coincide evidemment avec la pre- 
miere des formules (69), attendu qu'on a 

Quant a la seconde des formules (68), elle fournit des valeurs de o, t 
distinctes de celles que fournit la seconde des equations (69), et si, 
pour plus de commodite, on designe ces dernieres par 



on aura 

*_.? 



7 0j4 21 p^ _.... P ^ R 2 ^ II 2 



Ainsi les equations 

(70) 

seront verifiees simultaneraent de maniere qu'on ait 



(7') 

Exemple. Supposons /> = 71. On aura 

71 .= 64 *- 7 = 8 J + 7. i'= (8 -t-7* V^ 17 ") (8 7 T V/ 11 ^), 

7 i= (8 + 

= (5 7 + 



!H.=:57 f + 7- '6 s , 



64 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 

et 1'equation (71; donnera 

si6=nj flo (mod. 71). 



Effectivement 

57 = 8.16 (mod. 71) 

et, de plus, 



_ 3o . 29 . 28 . 27 . 26 . 20 . 24 a 
' 



___ 
5 ' 10== i. a. ..OBJ = 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 ~ 

Supposons enfin que co et v soient tous deux de la forme l\x 
Alors, en posant 

Arrg(5, . B = g, C = y, D = ye, 
on tirera des formules (10), (i3) 



De plus, comme, dans la formule (26), o 2 -+-co 2 ne pent etre impc 
sans que 6, y deviennent pairs Tun et 1'autre, et qu'alors on peut fai 
passer dans o 2 et e 2 le facteur 4 commun a %~ et y 2 , on pourra toujou 
partager la formule (25) en deux autres de la forme 



On pourra d'ailleurs supposer S, e non divisiblcs par/^; et, si l'< 
nomme p^ la plus haute puissance de p qui divise S et y, alors, < 
faisant 

6=/?^a7, ,y=p*y, 

on trouvera 

(74) 4jy^"- 2X =i^ 2 -h vy 2 . 

D'autre part, il est clair que //" sera la plus haute puissance de p q 
divise les deux produits 

<p(a, S ) 9(a, s), 9(a, g) 0(a a , g'M, 
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et /> x la plus haute puissance de JJL, qui divise simultanement les 
expressions 

et Ton tirera des equations (72) 



(75) 

Example. Prenons 
On trouvera 



CO m 3, v zz: -7. 

a ^r 2, ^ = 3, 



c>= - =i (mod.w), 



#(*,s) = 







21 7i 



9(a', s )' = 



=^R ill7 = J pR, 17 . 



Ainsi Ton aura 



^20,17 



OEuvret de C -- S. I, t. III. 
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et, par suite, 

(76) 4^^ 2 +3 % 4/> = ^ 2 -l-7J 2 > 



(77) 



X*~ jy~ = Ri3,i 9 R:>0,'l7 = R-2,8ni,4j 

_[/*2 o 2 \ __ ^1^19 R20,17 n 2 .8 Hi, 4 

2 1^20,17 ^13,19 All, 4 "2,8 



Supposons, pour fixer les idees, p 43. On aura 



= 2, 



I .2 



n. 2 . 8 = 



row. . .(8<5TH- r) 20.19.18.17 K 

i ~ , =3.i7.iQ.5; 

i . 2 . . . 2 TZT 1.2.3.4 

a? 1 r 2 28 



i, ~ 



et, par suite, 



Effectivement 



II est bon d'observer qu'on aura encore, en vertu des princi 
etablis dans le paragraphe I, 

(78) ^ 2 ^n 3 v ' 

Done . 

(79) ni, 6 sn M n M . 

Effectivement, si Ton prend p = 43, on trouvera 



n l8 ' I 7- f6 ' l5 - I 4.j3 

M ~~ 1.2.3.4 5.6 " 

m ft == 1 44 = 1 5 ~ 28 = n, vi 



- 17 s= 12, 
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On aura d'ailleurs, en vertu de la premiere des formules (75), ' 



07 



)ll+ 1 4 I6 X0 2 8 1 J > 



tandis que les principes ci-dessus rappeles donneront 



En general, on verifie Inequivalence 

c> = - (mod.w), 

lorsque co est premier, en prenant 
Done la formule (i) peut etre reduite a 

(80) ^(a /i ,g)= 1H " vM 1(/ *" 1) " +v Q (/t ~"'^ 

et la formule (2) a 



/Q \ 

(^ o I"; 



Par suite, les divers facteurs que renfermera le numerateur de la frac- 
tion equivalente a <p(a, <;) seront de la forme 



a a- 



De meme, les nurnerateurs des fractions equivalentes a 9 (a, cf), 
<p(a rt , <;), o(a a , <;") auront pour facteurs des expressions de-la forme 
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Celapose, il sera facile de determiner les nombres ci-dessus design 

par 

k, k ! , k 9 I 

si Ton parvient a trouver combien il y a de nombres entiers de chacu 
des formes 



U% m \ yto--l ( ^2/n'-hl _ u^ rn ] ^2//i+l i yO> 1 ^ ^2/;i'-M _ ^2 /-+-! \ 






entre les limites o, - 






IV. Suite da meme sujet. 

Supposons, comme dans le paragraphs II, 

n GW (v 6tant un nombre premier ), 

et soient 

des racines primitives des equations 

Soient encore 9, T des racines primitives de 

et /, s, u des racines primitives des equivalences 

xp-i==i (mod./?), ,a? v =i (mod./?), a? v - 1 = i (mod.v), 

Soit enfin 

r = - (mod.w). 
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On aura 

#(a 7i , g) = #(*,$') == #('*, g" 4 ) =. . .==-#(a^, g" v ~ s ) 



V (V 1) ; 

p . A 



#(*, S ) =#(a*. s') = #(*, S" 5 ) - - .= #(*, fi~) 



Si CD est un nombre premier, on pourra prendre 

( , = v w-s. 

Soit d'ailleurs <2 une racine dc Tequivalence 
et faisons 

9(a,s) = #( 
X( 

On aura 

x (a,0 =?(a,0 <p(a fl ,s*) = x( a ^"), 
x (a a ,g)~cp(a a ,g)<p(, s'*) =i(a,q u }. 

Observons maintenant : i que a et u verifient les formules 

to 1 v 1 

a~ r = i (mod.w), a 2 = i (mod.v) 

et que ^ ~ l > ^-^ seront pairs ou impairs, suivant que <o,-v seront d 
la forme L\x -h i ou l\x -h 3 ; 2 que, dans une expression de la form 



on peut remplacer u m par un nombre Equivalent a u m , suivant 1 
module v, et a ni ' par un nombre equivalent a a m ' suivant le module o> 
On en conclura sans peine : i que chacune des expressions 
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se reduit a une puissance de p lorsque v et co sont tous deux de 
forme [\x 4- i ; 2 que les expressions 

<p(a, S ) 9 (a, C ) = x(a,s) =x( fl , tt ), 
?( a ,s)?(a,s) = x(a,s)=x(S") 

se reduisent a des puissances de p lorsque v et co sont tous deux de 
forme 4^ + 3. Mais si des deux nombres co, v Tun est de la for 
[\x -h i , 1'autre de la forme t\x 4- 3, ce sera settlement le prodait 



qui se reduira a une puissance entiere de p. Alors, si Ton fait, pc 
abreger, 

S* H- " a . . . H- S ttV " s ~ S" v "" 3 = A, 
a a -h a a * . . . + a aw ~ 3 a au> " 2 z= A', 

on aura 

3 = ^-> s'* H- g" 3 -K . . H- g wv ~ 3 = ^i, 



et y^(a, <;) sera une fonction entiere et lineaire despolynomes 

q 4- g" a -4- ... 4- $" v - s , s H- S 8 H- . . . 4- g" v " 2 , 
a +* + . . .4- a aw ~ 3 , (X a -+- a a3 -+- . . .4- a^ w ~ 2 

qui restera invariable, tandis que Ton remplacera simultanemeni 
par c tt et a par a* ('). Done 2^(a,<;) sera une fonction entiere 



II faudra que Ton ait 



a 4-aH-...-ha w - 3 )( C 4- c 2 +...H- C V- 

4- ( a H- a 3 -+- . . . -+- a w " 9 )(<:'* 4- C" 3 4- ... 4- c" v "" B 

[ (a H-a a *-+-. . .'H-a aW " 3 )((: w 4- c w "-H. . .4- C"^" 8 



4- ~(l AA'), 



/, g*, // Slant entiors. 

2x(a, c) = */4-#4-//-h(# 

: - (*,?)= AH- BAA', 
A, B elant de meme espece. 
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lineaire de A et A', qui ne changera pas quand on remplacera simulta- 
nement A par A, A' par A'. On aura done 



(0 

A, B designent deux quantites entieres. On trouvera, au contraire, 

(2) 

et, par suite, 



ou, ce qui revient au meme, 

(3) 4p 2 *= 

A, B etant deux nombres de meme espece, c'est-a-dire tous deux pairs 
ou tous deux impairs. 

Example. Soient 

00 = 3, v = 5. . ' ' 

On trouvera 



~ 2, 



Cette derniere equation ne peut snbsister, quand A etB sont impairs, 
puisque alors A 2 + i5B 2 est divisible par 8. Done 

A = 2X, B = 2Y, 

(4) ' ^ 2 ^X 2 +i5Y 2 . 

D'ailleurs/r, divise par 8, donne i pour reste. Done X doit etre iniipaii: 
et y impair. Done 



(5) . p* X 2 

Enfin p-X, p + X devant etre pairs et ~> ^ d^vant etre 



( 4 ) x( a '^) et X( a *> ^) sonl/ ^ es P r duits de plusieurs facteurs de la forme R/^A' dont 
le nombre est necessairement pair on de la forme ik. 
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premiers entre eux, puisque leur somme p est un nombre premii 
1'equation (5) ou 



se decomposera en deux autres de la forme 



Oil 

/> + X /> X 



Mais, dans le dernier cas, on trouverait 

/? = 3^ 2 H-57 2 , 3^ 2 =i (mod. 5), 

^ 2 =^ = 2 (mod. 5), 
j 

ce qui est impossible. Done, le premier cas est seul admissible et l'< 
aura 



(6) p = x*- 

En general, Tequation (3) peut s'ecrire comme il suit : 

(7) ' (ip 1 ' A)(2/>^-f-A)i=:vcoB 2 . 



Soit p l la plus haute puissance de p qui clivise simultanement A et 
on pourra faire 



(8) A 

et 1'equation (7) deviendra 

4/? 1 * 
ou 

(9) (2^- 

Alors X et Y seront premiers a p et, comme tout diviseur comrnun d 
facteurs 

X 
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divisera necessairement leur somme 4^ ces facteurs ne pourront 
avoir d'autre commim diviseur que 2 on 4- Cela pose, si les fac- 
teurs (ID) sont premiers entre eux, on verifiera la formule (9) en 
prenant 

(IT) 2/?H-4-X:=v# 2 , 27?^ X^coj 2 

et, par suite, 

(12) 4/?^ ^^ 2 -f- coy 2 , 

ou bien en prenant 



et, par suite, 



Si les facteurs (10) sont pairs Tun et 1'autre, X sera pair ainsi que Y 

et, en posant 

X=-aXV Y = aY', 

on tirera cle ia formule (9) 



ou 



Dans cette derniere formule, le premier membre, divise par l\\ donne i 
pour reste. II doit en etre de meme du second membre, ce qui exige 
que X x soit impair etY' pair, puisque vco, divise par 4, donne 3 pour 
reste. Done, on ne peut verifier 1'equation (i5) qu*en supposant 



'mv^ 2 , JD^ X'=wy 
et, par suite, 



ce qui est inadmissible, puisque 2/A divise par 4, donne 2 pour reste, 
tandis que var-+- ^y~ n P eut etre pair sans etre divisible par 4; ou- 

OEuWes de C. S. I, t. III. . JO 
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bien en supposant 



ce qui est encore inadmissible pour la meme raison, attendu q 
x~ -*r (ovy 2 , en devenant pair, sera toujours divisible par 4> ou 
adoptant Tune des hypotheses suivantes : 

/>K--h X'= 2V# S , /^ X' = 
(16) /?^=rv^ 2 -|- co/ 2 ; 



(17) /?^i=,r 2 -|- cov/ 2 . 

Done, en definitive, on pourra toujours satisfaire par des valeu 
entieres de x, y a I'une des equations (12), (iZj), (16), (17). 

Comme p est de la forme vco#-hi, les equations (12), (16) 
peuvent subsister qu'atitant que Ton a 



va? 2 = r ou 4 

co# 2 ==i ou 4 (motl.v) 
et, par suite, 

0) 1 V l 

v 2 ==i (mod.w) w^^"=i (mod.v) 



ou, ce qui revient au meme, 

; m_, r-i^, 
LJ.-' I*] 

On a d'ailleurs, dans tous les cas, 

[=]=[?] 

Si 



on ne peut admettre que la formule (14) ou (17). Si, de plus, i 
est divisible par 8, on ne peut admettre que la formule (17). 
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Observons encore que Ton tire des equations (i), (2) et (8) 

Done 

D'ailleurs, on tire des formules (i i) 

et des formules (i3) 
Done 

v^r 2 coy 2 ou a? 2 - 



A 1'aide de cette derniere equation et de la formule 

4/>^= v^ 2 ~5~ co/ 2 OU #* 

on pourra determiner ^ et y. On aura, en effet, 



(18) ou 



Ces dernieres formules offriront le moyen de determiner x et y 
lorsqu'on aura p = i. Alors, en efifet, il suffira de remplacer dans ces 
formules a et c; par les racines primitives des equivalences 

oc^i (mod.jo), ^? v i (mod./?). 
En vertu de cette substitution, Texpression 
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dans laquelle on suppose ^ 

X: 4- A H- / == o (mod. /i), 
deviendra 



: +- 

la valeur de HA,* etant 

1.2.3 (/i4-*)sj 



Soit maintenant 

(19) R /ti/ ,= a 

On aura identiquement 

-f- a 2 2 -i- 



ou 



Si, dans cette derniere formule, on remplace T par t, on aura 



(20) 



(mod. 



Soit maintenant T une racine primitive de Tequivalence 

*p- l ==i 
Je dis qu'on aura 



En eSet, ^ etant une racine primitive de Inequivalence 

XP--I==I (mod./?), 
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on pourra supposer 

T~t (mod./>) 
ou 

T = 

et 1 on en conclura 



ou 

Tp^==tw~* (mod.pl*) ('). 

De meme, si Ton a 

(I-H *<)'==/ (mod./?) 
on en conclura 

(iH-TO's( I 4-*<)' E =*/='iy (mod./?) 
ou 

et, par suite, 

(i H- T')^- 1 (IV +pz)p-* = 
ou 



(mod.pi*) 

( l ) Ea effet, une 6quivalence de la forme % 

x&y m (mod./?0, 
pouvant s'6crire comme ii suit, 

entratne la formule 

^^ 
ou 

x p=syp 
Done l'6guivalence 

Tz==t (mod./?) 
entrainera les suivantes : 

TP^tP (mod.^), Tp^tp* (mo d. ^), ... e t 
( 2 ) De ce que 1'equivalence 

f * , (i-t-f'ysB*/ (mod. p) 

entraine les suivantes, ^ ; 

(n-r^^a //- (mod.^) et ( i + T')'/"^ 1 
resulte irnm^diatement que I'^quivalence 

*t*a (mod.p) 



(22) 
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Au reste, 1'equation (20) entraine encore la suivante : 

a -f- a t t^p^ -f- ... -+- a,,-! ^" 



II est bon d'observer que, pour obtenir le premier membre de 
formule (21), il suffit de remplacer, dans R^ k9 



p par 
qui est, ainsi que T CT , une racine primitive de Fequivalence 



D'autre part, comme on aura 

TV- 1 --! 
et, par suite, 



... = 1>=T (mod. 
la formule (21) pourra etre reduite a 



t a 
(28) (i 

-t r r '- "" 1 



II est facile de trouver un notnbre equivalent suivant le module^ a 
second membre de la formule (a'i). En effet, on a 



1.2 

et, par suite, 



P 2 r f /(/4 
entraine les suivantes : 

( mod. /^ ), 



Or, en vertu de ces dernieres formules, 1'equi valence (20) entraine a son Lour les eqi 
valences (22) et (21). 



MEM01RE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 79 

le signe S s'etendant a toutes les valeurs de z, renfermees entre les 
limites o, p 2. D'ailleurs, on aura 

2t* = o (mod.;*) 
lorsque k ne sera pas divisible par/? i ==]/m, et 



dans le cas contraire. Done 

(24) 2T //iCT (lH"TO /CT ^- a = ( 

la valeur de 11^ etant 



Cela pose, on aOra 

1.2.3' 



1.2.3 



(in-h)izp 



(rood./*), 



I .(2/1 - A)5T 

3/i)g-n] 
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Generalement, on aura 



(26) 



(m 



Lorsque (x surpasse 2, la formule (26) donne 

_ -i l 

in fi 

Lorsque (x = 2, elle donne 



1.2.3 



Pour montrer line application des formules qui precedent, suppo 
sons n = 3. On trouvera, en prenant A = i, = i, /= i, 



(27) 

(28) 



D'autre part, en ayant egard aux formules (21), (24), et prenan 
. = o, on trouvera encore 



, 
( 2 9) ] 

/ =(/? 

Enfin, la .formule (26) donnera 



__ 

3i~i ... . . 

(mod./? 2 

- 



1,2.3,, .(i I) 
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Done, on tirera de la formule (29) 



+ P CT ~' _ P 

25 i 8 



(3o 

*P 2 57 1 . 2/> (251 l)(2EJ 2) 1 

4 I 7 1.2 " " J 

II est important d'observer qu'en prenant 



=n-i et t -= 



n 

on obtiendra unevaleur de 

"inh)lpVr l +-hin ^p,tpF~ l p 

determinee, non plus par la formule (26), mais par la suivante : 



de laquelle on tirera, en supposant n = 3, pi = 2, / = 2, 
(3D . np ^^(^-0--- 

Comme on a d'ailleurs 



= 1.2.3 (p I ) 

(*) Ea effet, les divers termes de la progression arithmelique 

i, 2, 3 7 ..., /? i 

seront Equivalents, suivant le module p, si Ton fait abstraction de 1'ordre dans lequel on 
les range, aux divers termes.de la progression ge"ome*trique 

. i, t, f, ..., fP" 2 ; 

d'oii il resulte que les divers termes de la suite 



ii i 

i. - %> . . . , 



2' 3' ' p-i 

QEuvres de C. S. I, t* III. 
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on en conclut 



i. 2. 3:. ...(/? i) 
et la formule (3i) peut etre reduite a 






(mod./; 2 ). 



1.2.3 (55 



D'ailletirs, dans la formule (29), les quantites designees a Taide 
la lettre II etant egales deux a deux, a 1'exception de 

11^^=11!,! (mod./? 2 ), 
on trouvera 



seront equivalents, abstraction faite de Pordre suivant lequel ils sont ranges, aux div 
termes de la progression geome'trique 



on, ce qui revient au meTne, aux divers termes de la suivante : 



D'ailleurs, la somtne de ces derniers termes, savbir 

-. . .-4- fP-1 = 



sera, ainsi que la difference */ /, equivalente a z^ro, suivant le module p. On ai 
done aussi 

H --- h^-h...M -- =o (mod. p); 

2 3 p I V r X 5 

puis on en conclura 



Ct 

I. 2. 3.. 



\ 1_ _}_,. .4- __ j == (mod./? 2 ) 

/ N f iii i M ' 

...(/? [) \ i -\-pxl IH h IT -K ..H 

L V ^ $ P l /l (mod./? 2 ). 

a.3 (/>-i) 
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ou, ce qui revient au meme, 

/oox / x 2Ej(2574-l). . .(ZST + I) , , ex 

(33) # = (/> -i) ~ i i (mod./) 2 ), 

1.2.0 W 

i (ET i) (51 2) i 



2 5 i 8 1.2 



2 255 1 2 (25T l)(2CT 2) __ 2 (2CT l). . .(CT -+- l)"l 
""4 i "^y" 1^2 ^-+^ZT3 j. 2 .3 IBJ-:I)J' 

Ainsi, par exemple, on trouvera, en prenantj? = 7, ry = 2, 



./r 3\ oV , (mod. 49); 

s6. 6 -Hi4 (- + *--) = 36 -Fi4 si 
V 2 2 / 

en prenant/? = i3, u = 4>' 

"~5 H " 2 ~" 2 "^ 6 "" 7 )J (mod.iS 2 ). 

3\~i 

2 + 5/J 12 -7 
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NOTE I. 

PROPRlfiTfiS FONDAMENTALES DBS FONCTIONS />, , 

n etant un nombre entier quelconque et u, 9 deux quantites entien 
positives ou negatives, nous disons que.w est equivalent a v, suivant 
module n, lorsque la difference u 9 ou 9 - u est divisible par n, 
nous indiquons cette equivalence, nommee congruence par M. Gauss, 

Paide de la notation 

u = t> (mod. n ) 

employee par ce geometre. De plus, p etant un nombre premier, noi 
disons, avec Euler d'une part et de Fautre avec M. Poinsot, que r e 
racine primitive de 1'equivalence 

x' l ==\ (mod./?) 
et p racine primitive de Teq nation 



&*=. i 



lorsque r n est la plus petite puissance de / qui soit equivalente 
1'unite suivant le module /?, et p rt la plus petite puissance de p qui s 
reduise a Punite. Dans cette hypothese, les diverses racines de Fequ; 
tion 

sont les diverses puissances de p, et comme deux puissances, dont lc 
exposants restent equivalents suivant le module n, sont egales entr 
elles, il est clair que ces diverses racines peuvent etre reduites a 



De plus, m etant une quantite entiere, on peut affirmer que la somm 

Qiirn j 

j _i_pw + p2 + . . . + p(-i)/ = L_- 
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se reduira au nombre n ou a zero, suivant que m sera divisible ou non 
divisible par /i. Enfm, si n est un nombre pair, on aura 

a n 

P = -I. 

Pareillement, si Inequivalence 

i"==i (mod./)) 

offre n racines distinctes, ce qui arrivera si n est diviseur de p i, 
ces diverses racines seront les diverses puissances de r, et comme 
deux puissances, dont les exposants seraient equivalents entre eux 
suivant le module n, resteraient equivalentes entre elles suivant le 
module p, il est clair que ces diverses racines pourront etre reduites a 



De plus, m etant fine quantite entiere, on peut affirmer que la somme 



sera equivalente, suivant le module /?, au nombre n ou a zero, selon 
que m sera divisible ou non divisible par n. Enfin, si n est un nombre 
pair, on aura 

n 

r 2 == -i (mocL/>). 

* 

Ces principes etant admis, les propositions rappelees dans les pre- 
mieres pages de ce Memoire et relatives aux proprietes fondamentales 
des fonctions 

A, e*, ... 

pourront etre facilement etablies de la maniere suivante. 
Nommons : 

p un nombre premier'impair; 

6 une racine primitive de Tequation 
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T une racine primitive de 1'equation 

et t une racine primitive de 1'equivalence 

xp~ l == i (mod,/?). 

Comme les diverses racines cle cette equivalence peuvent etre repre- 
sen tees par les divers termes de la progression arithmetique 

I, 2, 3, ..., /? I 

ou, si Ton ne tient pas compte de 1'ordre dans lequel elles sont rangees, 
par les divers termes de la progression geometrique 

1'equation 

pourra s'ecrire comme il suit : 

(i) I 4- 0*-h ^ a -h . . ,H- ^~ a =:0. 

On aura, d'autre part, 

et 



ou bien 



suivant que m sera divisible ou non divisible par/? i. Solent d'ail- 
leurs A, ^ des quantttes entieres et posons 



il est clair que A , @ A seront egaux lorsque h et'^ seront equivalents 
entre eux suivant le module p - i.-De plus, 1'equation (i) pourra etre 
presentee sous la forme 
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Enfin Ton aura evidemment, quels que soient h et k, 

( 2 ) A % k = S ( T' 



le signe S s'etendant a toutes les valeurs de i et de/ comprises dans la 
suite 

O, I, 2, 3, ...,/? 2. 

Les valeurs de i et de/ qui, dans 1'equation (2), rendront, sous le 
signe S, 1'exposant 6 equivalent a zero, suivant le module/?, sont celles 
qui verifieront la formule 



===o (mod./?), 
de laquelle on tire 

p -^l . 
tJ~ i ~ i~t 2 (mod./?) 

et, par suite, 



J -'=**=- 



ou, ce qui revient au meme, 



le signe superieur ou inferieur devant etre adopte, suivant que i est 






inferieur ou superieur a - - Done, dans 1'equation (2), 1'exposant 



de 9, sous le signe S, deviendra equivalent a zero, suivant l^ module/?, 
pour p i systemes de valeurs correspondantes de i et de/, la valeur 
de i pouvant etre un quelconque des termes de la suite 

o, i, 2, 3, . . ., />. 2; 

et, dans la somme que represente le second membre de Fequation (2), 
la partie correspondante a ces valeurs de i et dey sera 



ou, ce qui revient an meme, 
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Done, en vertu de ce qui a ete dit plus haut, cette par tie se reduira 

simplementa 

(-0*(/>- 1) = (-0*0>-0 

ou bien a zero, suivant que A + A sera divisible ou non divisible 
par p i . 

Consideronsl present les systemes da valeurs de i et (ley qui, dans 
1'equation (2), rendent, sous le signe S, 1'exposant de equivalent a 
1'unite suivant le module /?. Ces systemes seront ceux pour lesquels 

1'equivalenee 

*/ =51 (mod./?) 



se trouvera verifiee. Or, cette equivalence, presentee sous la forme 

*/ = i-*', 

fournira une seule valeur dey, comprise dans la suite 
o, i, 2, 3, ...,/> 2, 

pour toute. valeur de i qui, etant comprise dans la meme suite, ne 
rendra pas nulle la difference 



et, comme la seule valeur z o fera evanouir cette difference, il en 
resuite que 1'equivalence dont il s'agit se verifiera pour/? 2 systernes 
de valeurs correspondantes de i et dey, chacune des valeurs de j etant 
un terrne de la suite 

I, 2, 3, ..., /? 2. 

Cela pose, concevons d'abord que la sornme h H- k ne soit pas divi- 
sible par p i et designons alors par R/,^ la somme des termes qui, 
dans le second membre de Tequation (2), seront proportionnels a It 
premiere puissance de 6. La valeur de R/ a , qui sera detcrminee par h 
formule 

(3) RA,*=S(T"^*),- 
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jointe a la condition 

(4) *'+*/ ==" i (mod./>), 

# 

se composera seulement de p 2 termes de la forme 



et, comme chacun de ces termes sera necessairement egal a Fun des 
termes de la progression geometrique 

I, T, T*, ..., T*- 5 , 

il est clair qu'on aura 

(5) KA,* = a 4- at-r H- a 2 r--f-. . . -+- a p _ 2 T p ~" 2 , 

a , a,, ..., a y ,_ 2 designant des nombres entiers dont plusicurs pourron 
s'evanouir et dont la somme verifiera la condition . 

(6) a 4- a t -h a a -4-. . -H- a ; ,_ 2 =:/? 2. 

Soit maintenant /w Tun quelconqiie des nombres entiers compris dan 
la suite 

I, 2, 3, .. .,- />~2. 

La somme des termes proportionnels a 

Q* 1 *, 

dans le second membre de la formule (2), sera evidemment 



pourvu que Ton etende le signe S a toutes les valeurs de i et dey qu 
n'etant pas situees hors des lirnites o, p 2, verifient 1'equivalenc 



t" 1 (mod./?). 

Or, cette equivalence pou.vant etre presentee sous la forme 

/-= i (mod./?), 



si Ton etend le signe S a toutes les valeurs de i m et de j m qi 

OEuvrcs de . S. I, t. III. I 2 
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la verifient, on trouvera, en faisant usage de la notation ci-des 

adoptee, 

R/ lfA .= S (T< '-'>"+<,/- >>*) 

ou, ce qui revient au meme, 



et, par suite, 

S (JW*) = 



Done, dans le second membrc cle 1'equation (2), la somme des ten 
proportionnels a 



w 
sera ^eneralement 



Done, la somme des termes qui renfermeront des puissances positi 
de 6 sera 

RA,*S(T m < /H -*>e< m ), 

le signe S s'etendant a to'utes les valeurs de m non situees hors 
limites o, p 2. D'ailleurs, on aura evidemment, sous cefcte c 
dition, 

/t =S(r" l/i e tm ) 

et, par suite, 

e A+A =s(T'^^)^). 

Ainsi, dans 1'hypothese admise, c'est-a-dire lorsque h-\~k n'est 
divisiblepar/> i, la somme des termes qui, clans le second men 
de 1'equation (2), renferment des puissances positives de se rei 
simplement a 

R/i,/:/t-f-/f 

et comme alors, d'apres ce qui a ete dit ci-dessus, la somrne des au 
termes se reduit a zero, il en resulte qu'on a 

(7) e /i / ,^R / , i/ ,0 /i4 ./,, 

la valeur de ^ htk etant determinee par la formulc (3) jointe a la 
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mule (4), cm, ce qui revient au rneme 

(8) e /i e/,= e /i ^s(T^^), 

pourvu que Ton etende le signe S a toutes les valeurs de z'et de j qui, 
etant comprises dans la suite 

O, I, 2, 3, .'.., /? 2, 

verifient la condition (4). 

Passons an cas oil la sommc h-\-k est divisible par p i. Alors 
d'apres ce qui a ete dit ci-dessns, on devra rcmplacer 1'equation (8 
par la suivantc : 

0, i e A ~0 A ^S(T'^^) +(-,)/'(;,-,), 

quo Ton pourra reduire k 



attendu que ('equivalence 

h +- k = o on k ^ It ( mod./? i ) 

cntraincra les formules 



Done, si Ton suppose la formule (7) etendue au cas ou la somme 
est divisible par/? i, c'cst-a-dire si, en choisissant R A>/C de manier 
a verifier dans tous les cas cette formule, on pose 

(9) 0/i(B-/*=R/*,-Aeo, 

on aura 

R/ l ,^=8(T</-^)-.(-i)A(^-i). 

Dans le second membre de cette derniere formulo, le signe S doi 
toujours etre etendu aux valeurs de i et dey qui, etant comprises dan 

la suite 

o, i, 2, 3, . . ., /? a 
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verifient la condition (4) ou, ce qui revient au meme, a toutes 1 
valeurs de i j qui, etant comprises dans la meme suite, veritient 

formtile 

t*-j == t-i \ (mod./; i) 

et, par consequent, a toutes les valeurs de i j distinctes de la vale 

p l 

2 

qui donnerait 

tj-t== i (mod./? i). 

Or, comme en adrnettant cette derniere valeur de ij on aurj 
^eneralement 

S(T<'-" A )=0, 

on trouvera au contraire, en 1'excluant, 



et, par suite, la valeur trouvee de R A> _A deviendra 

(10) RA,W* = (-i) /4 /> 

pourvu que h ne soit pas divisible par/; i. Alors aussi Tequation ( 
donnera 

(11) - e A e- /4 =(-i)^. 

Si h devenait lui-meme divisible par /; i , il serai t pair et, com 
on aurait 

(_,)*== I, T^SI, 

la valeur trouvee de R A> _ A se red ui rait a 

/? 2 (/; i)= i. 

Au reste, on peut conclure immediatement de la furmulo (7) : 1 ( 
la valeur de R Aj * ne varie pas lorsqu'on fait croitre ou decroitre h o 

r\ 1 1 TV W% 1 1 I -f i T\ I /\ f\ f\ in r /-\0 /rn/\ "D o /-\ A / 1 1 1 t- 1\ / 1 \ , i rr < . 1 ' < * M A > 
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quantites A, k est divisible par /; i . Ainsi, par exemple, si Ton sup- 
pose k divisible par/? i, Ton aura 



et, par suite, la formule (7) donnera 



Si, dans la formule (7), on change les signes cle A et de k, Ton 
trouvera 

0_/ t 0_;t R_/ ir ._-/i,_., 

puis, cle cette equation combines par voie de multiplication avec la 
formule (7), on tirera, en ayant egard a la formule (n), 



L'equation (i3) suppose evidemment A, k et h-^-k non divisibles 
par p i . 

Les equations (7), (10), (11), (12), (i3) coincident avec les for- 
mules (9), (u), (i3) et(ia) du paragraphe I de ce Memoire lorsque 
le diviseur de/? i, represente dans ce paragraphe par la lettre or, se 
reduit a Tunite. Dans .le cas contraire, pour passer des unes aux autres, 
il suffira de remplacer 

h par nyA, k par wA-, 

puis d'ecrire, pour abreger, 

7l au lieu de %^ h et R/ 4tA au lieu de R <?*,(?*. 

* 

Lorsque dans la formule (n) on pose 



elle fournit un theoreme, tres remarquable, de M. Gauss et se reduit a 
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ou, ce qui revient an meme, a 

(J 4) (0 _ 0'~u e' s 0' 8 -K . .-+- e /p ~' ^ 3 ~ 2 ) 2 (- ip>~>. 

Cette derniere equation coincide avec diverses formules du Mei 
par exemple avec les formules (12) du paragraphe III. 



NOTE II. 

SUR DIVERSES FORMULES OBTENUES DANS LK DEUXIEME PARAGRAPHE. 

II est facile de s'assurer que la formule (Gi) du paragraj 
entraine les formules (62), non seulemcnt, comme nous 1 
avance, clans le cas particulier ou p, so reduit a runite, mais g 
lement et quclle que soil la valour de [/,. C/est, ce que nous 
demontrer. 

Lorsque v sera de la forme L\x-\- i, les terrnes des suites (G3) 
etant eux-memes de cette forme, puisqu'on a generalement 

tt"-hv(i-- w m ) = 1-4- (v i)( i -'") et v 1 = (mod, 

seront equivalents, suivant le module n = 4v, h certains tonnes 

suite 

i, 5, 9, ..., 4v n, 4^ ?> (\v 3 - 

D'ailleurs celle-ci renfermera : i un terme egal a v; 2 v i t 
premiers, non seulement a. v, mais encore a 



et qui, etant en meme nombre que les termes des deux suites 
(64), devront etre equivalents, les uns aux termes de la suite 
les autres aux termes de la suite (04). Panni cos v i termes 
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qui se reduiront a 1'uh des suivants : 



9 
I, 2, d, . . ., =. 2V, 



etant precisement 

1, 5, 9, ..., 2V 9, 2V 5, 2V I, 

seront en nombre egal a 



V I 



Ics uns, dont le nombre sera v', etant equivalents a certains termes de 
la suite (63) et les autres, dont le nombre sera v", etant equivalents 
a certains termes de/la suite (64). On aura, en consequence, 



v' -+- v" 



Observons maintenant qu'cn vertu des formules 



^_ r ^ (mocl.v), v 1 = (mod. 4), 
on trouvera, quel que soit le nombre cntier m, 



Done, chacune des suites (63), (64) se composera de termes qui, pris 
deux a* deux, pourront etre representes par des nortibres de la forme 

hj 2v A, 

auxquels ils seront equivalents, suivant le module n = 4v. D'ailleurs, 
si 1'indice A se trouve compris dans la suite 



on pourra en dire autant de 1'indice 2V A qui sera distinct de A si 
A difffere de v. Done, chacun des nombres designes par v', v" sera pair 

et . . . 



96 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES, 

seront entiers. Enfm, comme on aura 



v' H- v" v i 

__ zr _, 



on peut affirmer que, si v est non seulement de la forme L\x 
aussi de la forme 8a?+ 5, les deux entiers 



seront Tun pair, I'autre impair. Done alors, la difference 



sera impaire elle-meme et ne pourra se reduire a zero. 

A 1'aide cles observations qui precedent, on pent ramener I 
forme tres simple les valeurs de 



fournies par les equations (23), (26); ct d'abord, puisque les 
rents termes de chacune des series (63), (64), pris deux a < 
peuvent etre censes de la forme 

h, 2v A, 
les equations (23), (26), combinees avec la formulc 

A 2V h" 1 ^ R/i,2V-A ^2V> 

donneront 



, , 

V (V~1)W ,VH-(V~1)M 



V 1 
jj\ 4 



2 

V 1 



v-^v-r,*, V^(V-D - R 

V 



* ,v+(v~i)w V(V _. 



Si d'ailleurs v est de la forme Sec + 5, alors *r^- sera un nombr 

4 
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et Ton aura, non seulement 



mas encore 



V 1 
x V-5 V-5 



ce qui reduira les formules precedentes a 



V 5 

=p 8 



Ces dernieres equations et les equations analogues, qui fourniraieni 
les valeurs de 



coincident, comme on clevait s'y attendre, avec les formules (66' 
lorsqu'on prend v = 5 et avec les formules (74)* (?5) lorsqu'or 
prend v = i3. 

Si v etait de la forme 80? H- i, alors, ^ etant un nombre pair, or 
aurait 



ce qui reduirait les formules precedemment obtenues a 



V 1 

8 



,V-+-(V !}. - 



Dans tous les cas, en divisant la valeur de #(\/ i,^) par cellc 
de #(\/ i, c") on trouvera 
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QQ M & &* V A ^ 

Si ,danscettederniireformule,onremplace 



0, 2V, 

on en tirera * 



/(?)et f(p)de S i g tto S prodait S <ie la forme 

R/i,.2V-/*RA,2V-fr- 

composes de facteurs 

r R-*' ' 



is , c ajant 6 
,a m du rappoH ! 

successivement 






aux . (49) 




On ara 



d'ailleur*, e n vtu de la seconde 



et, par suite, on trouvera encore 

' 
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Si, dans ces dernieres equations, on remplace p par /*, on devra y rem- 
placer en rneme temps <; par s, \/~^~i par a et le sigrre = par =, le 
module etant le nombre /?. On trouvera ainsi 



(mod./)). 



Observons a present que a? etj, n'ayant pas de facteurs communs, 
ne peuvent etre simultanement divisibles par/?. Par suite, on pourra 
en dire autant des expressions 

x H- (s s" 4- . . . s'*"-' ) ^7, ^ (5 .9" -+-... s u )ay, 



qui ne peuvent devenir simultanement divisibles par p qu'avec leui 

somme 

%x 

et leur difference 



par consequent avec a? et j, attendu que les quantites 

5 s" H- . . . s uv ~* et a, 
sont racines des equivalences 

>), ^? 4 ^i (mod./?-). 



Cela pose, comme f(r) et/(r) ne seront pas non plus divisibles par/?, 
il est clair que, des deux procluits 

Tun au moins sera equivalent, suivant le module/?, a un terme de la 
suite 

J, 2, 3, ..., p L. 

Done, en vertu des formules obtenues, on pourra en dire autant de 
Tun des produits 

V" V 

-vy 2 ), p 2 (^r 2 ~f-vy 2 ). 
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D'ailleurs le binome 

etant diviseur de 



devra, envertu 



dela formule (4 7 ) ou (48), diviser 1'un des produits 



et par consequent il sera, ou dela forme 

/"* 
si 1'un des deux nombres ., J est pair, 1'autre impair, ou de la for* 

ipv- 

s[ . y son. tous de'ux impair,, atte.du qu'alors ,*,/. divi 
pa, ;, donnera , po *> .t no pourra d m . egal a 4^. C 
comme les produits 



se reduiront, dans le premier cas, a 



se 



et, dans le second cas, a 

a/"*" 5 , 

il est clair queTun des exposants 



-/ + V JjI^ 

2 2 



devra etre egal a zero. Par consequent, , en prenant pour , to 
e la difference ^ - V -> on pose 



^ = a= 
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on pourra satisfaire, par des nombres x, y entiers et premiers entre eux, 
a I 3 une des formules 



savoir, a la premiere, par deux nombres entiers, Vun pair, Uautre 
impair, ou a la seconde par deux nombres entiers impairs. Mais la 
seconde formule ne peut subsister lorsque v estde la forme 8o?-h 5, 
puisque alors, pour des valeurs impaires de x, y, x* + vj 2 est de la 
forme 80; -+-6, tanclis que 

2(4^*1 4- r)H- 



est de la forme 8,z? -+- 2. Done, si v e$ rfe la forme 8& 4- 5, rfe^ nombres 
x, y, entiers et premiers entre eux, verifieront la formule 



pourvu que Von y suppose f/, 6^a/ a /a valeur numerique de la diffe- 
rence -v' -- v", joar consequent 



D'ailleurs, la valeur precedente de t a est precisement celle que fournit 
la premiere des equations (60). En effet, les expressions (65) se 
reduisant, en vertu de la formule 

v i 



aux deux suivantes, 

. iv, 'iv, 

22 _ 

si Ton egale I'une ou 1'autre a la difference X ~ ~Y~~ ? on aura 

2 X -- 7 - = V' OU V ;/ 

A 

et la premiere des formules (60) donnera 

-5 
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Pour etablir les propositions ci-dessus enoncees, nous av 
recours a la formule qui fournit la valeur clu rapport des expr< 
imaginaires 



et nous avons transforme la fraction qui represente cette vali 
maniere a mettre en evidence tous les facteurs egaux a/;, soil 
numerateur, soit dans le denominateur. On pourrait faire sul 
semblable transformation aux valeurs rnemes des deux expn 
imaginaires 



on bien encore les deux suivantes : 



Concevons en particulier que, dans les valeurs precedemment ti 
de ^(v/^T, <;) et de #(\/ i, <;"), Ton remplace 



par 



toutes les fois que A et k sent equivalents, suivant le module r 
a des nombres compris entre les limites 

O, 2V, 

On trouvera, si v est de la forme Sx -4- 5, 



en designant par 



deux fractions qui auront pour numerateurs et pour denomi] 
des produits de la forme 

R A, ;i~ /* HA:, /i A" > 
AQ rip fep.fp.nrG rlnnf aiipim nA rlnxri tin A ^o rlixric-IklA r\o !, 
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substituera rap; puis, en ayant egard aux equations (3o) du para- 
graphe II et a la formule 



on trouvera encore 



- 

Si v, au lieu d'etre de la forme 8<z -4- 5, etait de la forme 8^7 4- i, les 
valeurs de 



seraient semblables a celles que nous venons de trouver, a cela pres 
que, dans les exposants de p, la premiere partie 



V D 



se trouverait remplacee par 

V I 



Dans Tun et 1'autre cas, on aura 



puis on tirera de cette derniere formule, combinee avec les equa- 
tions (49). 



et, par suite, 



Si, dans ces dernieres formules, on remplace p par r, on devra rem- 
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placer en meme temps \/~ P^ a et le signe = par le signe 
module etant le nombre/?. On trouvera ainsi 

(d-Hea) s ss(a s 4-e)<p(r)x(r) 

! (mod./;). 



Done, puisque <p(r), ^(r) ne sont equivalents ni a zero ni a ~, sui 
le module /?, la somme 

a 2 ~|T 2 

ne pourra devenir divisible par p qu'avec les deux binomes 



par consequent, avec les deux nombres 

d, . 

D'ailleurs, il est permis de supposer que les nombres o, sont 
miers entre eux, attendu qu'on n'altere pas les equations (4g 
transportant dans 6 et dans y les facteurs qui seraient cornmun 
et a e. Done, cette hypothese etant admise, S 2 -h 2 sera premier 
et, si Ton nornme comme ci-dessus - la forme la plus simple 



fraction -, 1'equation (47) ou (48) entrainera, ou les dcvux suivai 



si des nombres x, y Tun est pair et Tautre impair, ou les deu:s 
vantes : 



si les nombres x, y sont tous cleux impairs. Dans le premier ca 
aura 

5 = I, =0 

ou 

= 0, e=i, 

par consequent 

(<5) 2 ^:i (mod./?) 
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et 

(r)r =i 

(mod.p). 



Dans le second cas, qui ne se presente jamais lorsque v est de la forme 

&x -+- 5, on aurait 

3=:i, s=:i, 

par consequent 

(<5:#) 2 ==::2a (mod./>) 

et 



(mod./?). 

] 2 =-i 

Pour deduire de ce qui a ete dit plus haut la valeur du produit 



il suffirait d'observer que les deux expressions 



renferment tous les facteurs de la forme 

R/ ii2 v /i. ^h,n-*-iv--h' = R//.6v/ij 

A designant un nombre distinct de v et compris parmi les termes de la 

suite 

i, 5, 9, ..., 4v n, 4v 7, 4v 3. 

Comme d'ailleurs, pour mettre en evidence les facteurs egaux ajo, il 
suffit de remplacer 

P P 

R/ ij2 v-^ par ^ - = H - 9 

AX/ l __/i 1/t _2V-H^ lA4v /t,2V-f-A 

lorsque A est renferme entre les limites o, 2V, on trouvera 



2V-f-l,4V 1 l.2V-f-S,4V 5 ^SV 4,3V-f-4 



II y a plus : comme on aura generalement, ainsi qu'il est facile de le 
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prouver, 

on trouvera encore 




on P 



Si 

remplacergeneraleraent 



par 

etl'on aura, par suite, 







eesdansletlieoremesuivan 



m ees 



P remiers ' l ' im ' 



,, 5, 9, -> 
offre^'racinesdel'eqidvalence 



... - , z rT" ss i (mocl.v), 
on aura ^ v t _ 

et, si I' on nomine ^ 

la valeur numerique de ^ ^ ^ 



. . . NOTE II. .......... . . tOJ7 

on pourra satis faire, par des nombres x, y entiers et premiers entre etix, 

a V equation 

^ 2 + vy 2 pV-, 

non seulement lorsque v sera de la forme 8x -+- 5, mais aussi lorsque, 
v etant de la forme 8 x -+- 1 , le rapport 

Hi, 2V 1**5,2V o IlMM-Hl 

Il3,2V all?, 2V 7 "V 2,V-h2 

sera une des racines de I' equivalence 

x-^ i (mod.p). 

Si le me me rapport cessait d'etre equivalent, suivant le module /?, 
a H- i ou a i, il suit de ce qu'on a dit qu'il deviendrait racine de 

Tequivalenee 

x*= r (mod./?), 

etalorson pourrait satisfaire, par des nombres x, y entiers et premiers 
entre eux, a {'equation 

' 



An reste, nous n'avons pas encore trouve d'exemple dans lequel le 
rapport dont il s'agit ne fut equivalent, suivant le module /?? a =ti; 
et, si Ton demon trait qu'il en est toujours ainsi, on en conclurait 
immediatement qu'on pent satisfaire, par des nombres x, y entiers et 
-premiers entre eux, a Tequation 



non seulement lorsque v est de la forme Sa? 4- 5, mais encore lorsque 
v est de la forme 8a? H- i. , . 

II nous reste a montrer comment on peut determiner directernent la 
valeur du nombre 



Parmi les termes de la suite 

i, 5, 9, ..., 2v 9, ay 5, 2v i, 
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JV'ssi (mocl.v); 



celapose 



mais encore 



af^so (mod.v). 
e.iUstclairqu'onauranonseulement 



par consequent 



dz 2 

n anres les differentiations effc 
pourvu que 1'on suppose * = o apits, 

On aura d'ailleurs ^ ^ 



et comme le facteur 



(mo "' v)! 
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par consequent 

V i 

. i d * f z~ s* X- 1 

v' v"== ^-^ in 1 __+... (mod.v) 

2 V * \ 1.2 1.2.3.4 / 

flfe 2 

et 

V 1 
I " = 4 -l , 

(mod ' v) ' 

^ devant etre reduit a zero apres les differentiations; puis on en 
conclura 



AH.... i - 2 - 3 ..... </+*+...) / ' y/ ' Y 1 

(i-a ..... /)(r.2 ..... ^)...^^/ \i.a.3.4J . J 



le signe S devant s'etendre a toutes les-valeurs entieres, nulles on 
positives, de/, g, ... qui verifient la formule 



et chacun des produits i . 2. ..../, 1.2 ..... g-, . . . devant etre remplace 
par I'linite lorsque le dernier facteur/, ou ^, ... se reduit a zero. La 
valeur cle Texposant p. se trouvera ainsi completement determinee, 
puisque d'ailleurs cet exposant doit 6tre positif et inferieur a 



2 ~~ 4 

Si I'on prend successivement pour v les differents termes de la suite 
5, i3, 17, 29, 37, 4i, 53, 61, ..., 

on trouvera successivement, pour v = 5, 

T.2I I 

4 2 4 
pour v = i3, 

i . 2 . 3 . 4 5 . 6 / i r i 



pour 



v = i7' A = 2, 



la forme 



to 



fait 



oudimmuorA.runmulti, 






pvrr-T" 
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et, de plus, # 

(J) A= 4- p A 0'-H p 2/i r H-. . . -h pC*-*)'*^ 8 , 

alors A sera une fonction des racines primitives 

6, p 

des deux equations 

&p = i , ^? ;i m i , 

qui ne variera pas quand on fera croitre ou diminuer h d'un multiple 
de /i; et Ton aura : i en supposant h divisible par n, 

(2) e 7i =:eo=:- 1; 
2 en supposant A non divisible par ^, 

(3) A -*=(- O w/ '/> = *-* 

Ajoutons qu'en vertu des principes etablis dans la premiere Note, si 
Ton multiplie @ A par *, on trouvera 

(4) e A e*=iw /,+*, 

R AjA designant une fonction quj ne renfermera plus 6, mais seulement 
la racine primitive p = T CT et ses puissances entiferes. On aura d'ailleurs, 
lorsque A -H ^ ne sera pas divisible par 72, 

(5) ' R Al ft=S( P '^*), 

le signe S s'etendant a toutes les valeurs de i et dey qui, etant com- 
prises-dans la suite 

O, I," 2, 3, ..., /> 2, 

verifient la formule 



(6) *' + //==! (mod./?). 

Soient maintenant 

A/ A:, /, ... 
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des nombres entier^ divers. On trouvera successivement 



Done, si Ton pose generalement 

(7) 0A0&/. . .= R^,A-,/,... 

/ 

RA.W... sera-encore une fonction de p determinee par une e 

la forme 

RA,A-,/,... = ^7*,&R/i-h#,/? - 

II est bon d'observer que, si 

h -H 7c 4- / -i- . . . 

n'est pas divisible par n, on aura 

(8) RM,/,... = S(P'^'^'''-*--), 

le signe S s'etendant a toutes les valeurs de i, i ( , i", . . . 
comprises dans la suite 

O, I, 2, 3, ..., /> 2, 

verifient la condition 



(9) ^H-^'H-^' -+-... si (mod,/>). 

Ajoutons qu'en vertu de la formule (7), 1'expression 



sera, comme le produit 

^e^e^... 

et comme Texpression 

6^4.^^...= 6 4- p*p*p'- . . 6* -H p 2/l p 2/c p 2/ . . .^ S 4-. . . 

une fonction entiere et symetrique de 
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par consequent line fonction lineaire des sommes 



dans lesquelles les coefficients seront des nombrcs en tiers. 

Los equations (2), (3) et (7) entrainent les diverses formulos que 
nous avons donnees dans le Memo ire, et particulierement cellos qui 
changent le quadruple d'un noinbre premier />, ou crime puissance 
entiere do /;, et quelquefois ce nombfc lui-meme en expressions de la 
forme 

#*4- /e/ 2 , 

/^ etant un diviseur de /> - i. 

D'abord, si Ton suppose n = 2 ? et par suite TTT = ^-IHl, la racine 

$* * 

primitive p de Tequivalence 

,r* r:r: r 

sera simp lenient 

p-=-i, 

et, on posant k = t, on tirera de la formule (3) 

BJ-,-(-i)"7- p 

ou, ce qui revientau memo, 

tzl 

(10) (9~^+-r ... 0^ 9 ) a ^(~r) s p. 

On so trouvera ainsi ramene a la formule (i/i) de la premifere Note. 

(Joncevons maintenant que n soit un nombre premier impair. Alors 
les diverses racines primitives de 1'equation 

(n) j? = t 

seront 

p, ? \ p*, ..., p-, p-* f p-i; 

et si Tori nrend successive.ment nonr h les divers exno^ants d(^ o dans 
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ces racines primitives, e'est.a-dire les divers termes de la pr, 

arithmetique n ___ 3? n _ 2? n _i, 



. obtiendra pour valeurs correspondantos de 8. k. express 

.. -' *"-" 6 "'" 
tesquelles. eu egard a I'.quation (3). verifleront .a formule 



par consequent la suivante : 

n^" 1 0i 0,^3- .e-3/i--' 
(12) ^ 

D'aiUeurs, les divers termes de la progression arithmeUquc 

,, a , 3, . .... -3, - 2 ' ' 4 -' 

peuvent etre censes representer les diverse* racines de 1' 

^-1=1 (moil.n). 
. (i3) 

11 , a plus : si 1'ou nomme une raciue primilivc de eette , 
S don, il s'agit, ab Sl racU,, faite de .Vdre da, 

son, ranges, s.ront equivalents, suivan, U> module .. 
termes de la progression geomelnquc 

*n -! 
I, 5, .?-, . S ' 

et, par suite, la formule (12) donnera 



Observons a present que I'equivalence (i3) ae decom 
autres dont la premiere, 

n 1 

^ 2 sl (mod./i), 
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a pour raci lie's les puissances paires de s 9 savoir 

I , S~y S* ) ' ' 1 $ y 

tandis que la seconde, 

n \ 

xT*" ! (mod. ft), 

a pour racines les puissances impaires de s. Done le produit qui 
constitue le second membre de Pequation (i4) peut etre decompose 
en deux autres produits de la forme 



et comme on aura 



.9 2 -h 5* 4- . . . 4- ,9"~~ 3 n= ^ == 

(mod./i), 



-- = S r ^ 

S~ I ' 



par consequent 



il est clair que les deux produits 

0! 0,, 0,, ... 0,n- 3 , 0, 0,3 9,. . . . 0,n- 3 

se reduiront, le premier, avec RH, /,/,...,/-% a une fonction enti^re et 

symetrique de 

P , p^ a , p'% ..., p^- 3 , 

le second, avec R Jv? 3 , /,..., ,y- 2 , a une fonction semblable de 

P', P ", P '\ ,.., P ' M , 

les coefficients etant des nombres entiers. D'ailleurs, une fonction 
entiere et symetrique de 

P , p', p", ..., p' M 

sera simplement une fonction lineaire des sommes de la forme 
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m designant un entier infeneur u ; et une sellable somn, 
reduittoujours a p + p*+f + ...+ ?" 

oubiena * s '- S +-. .. + s "~% 



parc ,c 1 , C2 de S quantitesentieres, 



puis 



on en conclura, en remplacant p par ?' 



D'autre part, les expressions 

t, p, 9 s , ' P s ""' 
qui coincident, k 1'ordre pres, avec les suivantes 

., P, P 2 , ' P"- 1 ' 
represented les diverses racines de 1'equation 



et offrent uno somme nulle; en sorte qu'on a 



Cen'est pas tout; si 1'on pose 



on tirera 



de 1'equation (10), en y remplacant p par n, 6 par p ei 
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Cela pose, on trouvera 

*-_ 'A 



-+-... 

et, par suite, 



! 0, 2 5 >. . .,- = ( A 4- B A), 



ou, ce qui revient au meme 

(16) 



2 A 0, a 0,< . . . 0,n- 3 = A H- B A, 

2 0, 0,3 0, 6 . . . 0,n-a = A - B A, 



les valeurs de A, B etant 

(17) A = 2C c 4 c t , 

puis on tirera des equations (16), combinees avec les formules (14 

et(i5), 

n \ 

hp~= A 2 B 2 A 2 

ou, ce qui revient au meme, 

> 

n I n 1 

(18) 4/> 2 =A 2 ( i^/iB 2 , 

les valeurs numeriques de A, B etant deux entiers qui, en vertu dei 
formules (17), seront de meme esp&ce, c'est-a-dire tons deux pairs 01 
tons deux impairs. 

Observons encore qu'en vertu de la formule 



I'equation 

h &^ h =p 

pourra s'ecrire comme il suit : 

(19) e * m0 ^ ^i = / ? (mod. A). 
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D'ailleurs, si Fexposant m est un terme de la suite 

0, 1, 2, 3, ..., fl 2, 



pour que Fexposant m soit lui-meme un terme de ce 

il suffira de reduire le double signe au signe -+- ou au g 
selon que m sera inferieur on superieur a n "" - Enfin, dai 
mule (19), les exposants 

m. m : 

2 

seront evidemment de meme espece, c'est-a-dire tons deux 
tous deux impairs si n est de la forme 4^? -Hi; tandis qu'i 
d'especes differentes si n est de la forme L\x +- 3. Done, si n 
forme 4^-H 1 * chacune dcs expressions 



se composera de facteurs qui, multiplies deux a deux Tun pa 
fourniront des produits egaux a _/>. Done alors, les formi 
devront se reduire a 



etl'on aura, en consequence, 



n 1 

A = s/T 1 ", B =r o. 

Si, au contraire, n est de la forme 4^H-3 alors /l ~ I el 
Tequation (18) donnera 

n 1 

(20) Zj-^"^ A 2 -h nB 2 



NOTE III. 



nement A et B, on pose 



n i 



on verra la formule (20) se reduire a 

(21) 4/^=# 2 -t- ny z . 

Si, pour abreger, on designait par la notation 



le produit 

* e l e J 8,4 

compose des facteurs de la forme 
de h propres a verifier la formule 



qui correspondent aux 



et par la notation 

[ ~~ J] 
le produit 

0^ % s * 0^S . . . s n-a 

compose des facteurs de la forme 0^ qui correspondent aux 
de h propres a verifier la formule 



n-l 

2 =_ (mod.n), 



les equations (i4), (16) se presenteraient sous les formes 



2[r]nzA-hBA, 2 [ i] = A B A 

et les deux derniferes se reduiraient, lorsque n serait de la 
l\x -f- i , aux deux equations 

n n i 

[1]= P >, [-!]=/,*. 
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Concevons maintenant que n soit un nombre compose, en soi 
qu'on ait 



n = vco 



et.supposonsd'abord les facteurs 



V, 0) 



premiers entre eux. L'un d'eux, v par exemple, sera necessairerm 
impair. Si d'ailleurs on nomme <; une racine primitive de 1'equation 



et a une racine primitive de 1'equation 

# w = i, 
on pourra prendre 

p = ga ; 

puis, en supposant qu'un nombre entier donne h soit equivalent 
suivant le module v, et/ suivant le module o>, on trouvera 



Par suite, 1'equation (r) donnera 

(22) 6 A = ^ 4- s'WS'H- ^'a^fl'-f-. . .-4- 

Pour abreger, nous designerons par 



la valour de A que fournit 1'equation (22). Cela pose, on reconnai 
sans peine : i que la valeur de 1'expression 



completement determinee pour chaque systeme de valeurs de i et de 
ne varie pas quand on fait croitre i d'un multiple de v ou/ d'un m 
tiple de w; 2 que 1'equation 



NOTE III. . 12 

enframe la suivauto : 

f) /*= B /, ... y -; 

'i que les nombres // e( / seronf do memo espoee, eVst-a-diro ton 
deux pairs on tons deux impairs si 



esf itti nombre impair, puisquo, v elanf impair et /; - i pair, rr n 
pniirra devenir impair quc pour des valours paires d( co. I)i v plus, o 
lirora des lortnulos 1 1> ) el (T) ; i en supposant a la fois i divisibl 
par v (l y par ctn 



u" dans la supposition rmilraire, 



Si <o est impair ainsi ijue v, alors a elant neeessaironuMit pair, la foi 
mult* 1 *.v'| ! dniineni simplement 



Pour moittiw iiiii 1 upplit'atioti tie ees nouvelles lorniuloHt eons 

derons d'aluml l<* ens oil 

tt\ (t V 

seniient deux noitibres premiers impairs. Solent, duns ee can, w un 
racitu 1 prsmitivi* tie IVqiiivaloniM* 

(u(i J r v *>* t (tttod.v) 

et n uiu 1 raeine primitive de requi vide rice 

( ay ) .r 1 * 1 " * <& i ( inixl, w). 

L*s diverges raeirteH de reqitivalenee (2<5), en nombre egal a v ~- i 

t t*"t it t*t* %** I Alt*ti **"tl HAL*ti I A*kJ i t% ^i I ifViinit lit ttntii t i^i'itt tVftl* IltuJ. lilt llt*C flM*tktl 
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de la progression arithmetique 

I, 2, 3, ...., V 2, V I, 

soit par les divers termes de la progression, geometrique 

T it //2 //V 3 ,/V 2 

I , a, a , . . . , U , u , 

et pareillement les diverses racines de 1'equivalence (17), en no] 
egal a co i, pourront etre representees indifferemment, soit pa 
divers termes de la progression arithmetique 

I, 2, 3, ..., CO 2, CO I, 

soit par les divers termes de la progression geometrique 



i, a, a\ ..., a 10 " 3 , 



Or, parmi les valeurs de 



que fournira Inequation (22), celles qu'on obtiendra, en suppos 
premier a n, ne differeront pas de celles qu'on pout obtenir en pn 
Jxmr i une racine quelconque de la formule (26) ct pou.ry une r 
quelconque de la formule (27). Done elles co'incidcront avec 
quelconque de celles que presente le Tableau suivant : 



(28) 



et leur nombre N, determine par la formule 

N = (v-i)(co-0, 

ne sera autre chose que le nombre des termes de la suite 

i, 2, 3, ..., /i i 



NOTE III. 14;: 

inferiours a 

// rr; f)V, 

mais premiers a H. D'ailleurs, Pequalioii (7), eombinee avee, la Ibrmult 
of reduilo aiusi a la fonin 1 

(")/, H^, W/. 

fournira pour valour tin procluit 



un< foiM'tion iMJtion 1 of syinolriqno 



par oonsoquont uno ibnelion ontioro o( symetriquo, non soulenuMit <lc 



mats onroro <lo 

si la H 



A ^ k H 
ost tlivisihlo par 



<**ost-it-liro, on irautros tonnen, si oofto soiuino ost divisible ii la fois 
par v ot pur CD. Or ootlo coiultiion sora aviderririiont roinplio HI Ton fait 



avoc ("olios dos oxproHHtonn da la forme 



qui, dans lo Tableau (28), oflront pour premior indicc une. puissance 
patro do u ot pour 8i fc rond indico unc puissance pairo cloa, puisqu'alors 
la H 
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sera equivalente, suivant le module v, au produit 

w i , n . _, co i H*- 1 i 



2 ft* I 



== o 



et, suivant le module co, an produit 



v i , ,. v i a"- 1 r 

..... ( | \ /y2 I . I /7UJ - \ - _ _ . _ 

- i i t~~ cfr ~T" ~~r~ t-* 1 J . 

2 2 a- i 



D'autre part, en supposant 

e A =e fi y 
et, par consequent, 

i~h (mod.v), y = A 
on en conclura 

g fl =iq l , a h = al. 

Done, en vertu cles remarques precedences, le produit 



sera en meme temps fonction symetrique de 

s, s" s , s" 1 , ..., S MV "' 
et de 

Concevojis maintenant que, pour abreger, on designe par It 

le produit dont nous venous de parler, c'cst-a-dire, en d'autrc 
le produit des valeurs de ^, correspondant aux valours d 
etant premieres a/z, verifient les.deux equivalences 

V 1 (0 1 

(29) oc 2 ~i (motl.v), a? 2 ~i (mod. 03). 

Designons de meme par 

le oroduit des valeurs dft h. r.orrp.simnHanf. ynv v. 
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verifient les deux equivalences 



V 1 



(3o) x 2 =i (mod.v), x 2 sEi (mod.w); 

par 

[-i,0 

le prodiiit des valeurs de A , correspondant aux valeurs de A, qui 
verifient les deux equivalences 



V 1 



(31) ' x 2 SEE j (mod.v), x * =5=1 (mod.w); 
enfin par 

[->,->] 

le produit des valeurs de A , correspondant aux valeurs de A, qui 
verifient les equivalences 

V 1 0> 1 

(32) ,07 2 =51 (mod.v), sT" 2 "^ i (mod.o));' 
on aura 

(33) [i, j] =(e,, t eM...ev- : 

(34) [i, -i] = (e lia e tt8>a ...e M v- 

(35) [ !,'i] = (6, M 0, t \i...0 M v- Jil 

(36) [_j^ _ ,] = (0 Mta e tt 3 irt . .'.0^^. 

et, d'apres ce qu'on a dit ci-dessus, le produit 

sera une fonction symetrique, non seulement de 

-. -It* -U* -?tV~3 

ff, S , $ ,...,? , 

mais encore de 

Pareillement, on reconnaitra que le produit 
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est fonction symetrique, non seulement de 

mais encore de 

a a , a a \ a aS , a ftV 3 ; 
que le produit 

[-Ml 

est fonction symetrique, non seulement de 

r U r ?t 3 r M s c MV-2 

b? b ? b> > b > 



mais encore de 
enfin que le produit 



a, a a? , 



est fonction symetrique, non seulement de 

c w c r* c i*v- 

b > b ) y b > 

mais encore de 

a a , a a3 , ...., a aw - s . 

D'autre part, comme on aura 

V -1 M l 

w 2 = i (mod.v), a 2 = i (mod.o)), 
1'equation (20) pourra s'ecrire comme il suit : 



et il est clair que, dans cette equation, les cxposants 



v j 

m, m - 
2 



seront de meme espece, c'est-a-dire tons deux pairs ou tons 
impairs, si v est de la forme 4^-f-i, mais d'especes differem 
v est de la forme L\x 4- 3. Pareillement, les exposants 



. ,_, W 1 

m! 9 m! - 
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seront de meme espece si to est de la forme l\x -+ i et d'especes diffe- 
rentes si co est de la forme !\x 4- 3. Cela pose, si les nombres 



sont tons deux de la forme l\x -+- 1, chacun des produits 

[i, i], [i, i], [1,1], [ 1> ']> 

N 
compose de facteurs de la forme @/j, en nombre egal a ? se reduira 

evidemment, en vertu de Fequation (37), a 



On aura done alors les formules 

[I,I]=A [1,-!]=^, [- I , I ]=^, [-1,-!]=^ 

qui entraineront 1'equation 

(38) P = [M][l, -I] [-!,'] [-!,-!], 

analogue a la formule (i4)- 

Si les nombres v, o> sont tous deux de la forme 4^ + 3, alors on 
tirera des formules (33) et (36) on (34) et (35), jointes a la for- 
mule (37), 

(39) [','][-',-']=/;S [i,-'] [-i>']= A 

et Ton deduira encore de ces derni&res Fequation (38). 

Enfin, si des nombres v, CD, un seul, v par exemple, est de la forme 
4#H-i, 1'autre, to, etant de la forme 4^H-3, alors on tirera des for- 
mules (33) et (34) ou (35) et (36), jointes a la formule (37), 

N N 

(40) [I, '][!,- !]=/>*, [~ I, '][-!, -!] = />*, 

et Ton deduira encore de ces derniferes Tequation (38). 

L'equation (38), analogue a (i4)> conduit aussi a des conclusions 
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de la forme 

/r 2 -t- vy 2 . 

Mais laformule (43) continuerait de subsister et Ton pourrait 
deduire tine nouvelle formule de la decomposition du second 
de Inequation (38) en deux facteurs de la forme 

Alors, en effet, le produit 

seraitune fonction entiere et symetrique, non seulement de 

r ' c u ' C-'~* 

b> S 9 - 9 b 

et de 

*", s"\ ..., s Mv ~ a , 
mais encore de 

et de 

qui ne serait point alteree quand on y remplacerait simultanem 

S par q u , oc par a'% 

les coefficients numeriques des differents termcs etant d'aillei 
nombres entiers. Par suite, le produit 

se reduirait a une fonction lineaire, non seulement des somiues 

(a H- *-+-... -H a^ w " 3 ) H- ( a rt -h a* 3 -+- . . . H- a aow ), 

mais encore des sommes 

(a -ha a *-H. . . H- a^" 4 ) (g -f- 5 wS -+-...-+- c""" 3 ) 



NOTE IIT. i: 

Or, des quatre sommes qui precedent, les deux premieres se redu 
ront a i, puisqu'on aura generalement 

g 4- g'* 4- g" a 4- ... 4- g MV ~" 4- g" v " a = i , 

a 4- u a 4- a aS 4- . . . 4- aw ~ 3 4- aci> "~ a = i , 

et, quant aux deux dernieres, comme, en posant pour abreger 

s s 4- g" 2 . . . -h s" v - J g'^" 8 = A, 

on tr ouve 

i A 






elles pourront etre representees par les expressions 

i A 7 i + A r-4- A ; i A _ i-t-AA / 

22 22 2 

T _ A' r _ A n- A' IH- A r - AA' 



Done, dans rhypothfese admise, le produit 

[i, i] {-i, -i] 
se reduira simplement a une fonction entiere et lineaire des rappoi 



les coefficients etant des nombres entiers; en sorte qu'on aura 

14- AA 7 r AA ; 

I 9 11 9 J i 2 2 2 

c , c c 2 designant des quantites entieres. Si Ton pose maintenant 

A = 2c 4-Ci4- c s , Bmcj c 2 , 
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la formule precedente donnera 

(44) 2[i, i][-i,-i] = A4-BAA', 

les valeurs numeriques cle A, B etant deux entie.rs de meme espec 
c'est-a-dire tous deux pairs ou tons deux impairs. D'autre part, s 
dans la formule (44). on remplace <; par <f , sans remplacer en men 
temp!s a par a rt , alors, au lieu de cette formule, on obtiendra la si 
vante : 



(45) 2[i,-i][-r,i]^A 

puis on tirera des formulas (44) (45), combinees avec 1'equation (38 

N 

(46) 4/? =A 4 B a A 2 A' s . 
De plus on aura, en vertu de 1'equation (10), 



ou, ce qui revient au meme, 



Done, lorsque v sera, comme on le suppose, de la forme 
a) etant de la forme l\x -h 3, on trouvcra 



et la formule (46) donnera 



Enfin, si Ton nomme jo x la plus haute puissance de p qui divise simu 
tanement A et B, alors, en posant 



N 
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on verra la formule (4?) se reduire a 

(48) 



ou, ce-qui reyient an meme, a requation 

la valeur de n etant 

II est bon d'observer que, le nombre v etant suppose de la forme 
[\x -HI et le nombre co de la forme 4^ -+-3, le nombre ^ sera de lA 
forme 4^ + 3, dans requation (4g) aussi bien que dans requation (21). 
On pent ajouter que n, etant le produit de deux facteurs premiers 
impairs, v, co, ne pourra etre de la forme 4^-i~3 que dans le eas oil 
un seul des facteurs sera de cette forme. Effectivement, si v et co etaient 
tons deux de la forme (\x 4- 3 ou tous deux de la forme t\x -+- 1 , leur 
produit 

serait^videmment de la forme l\x -h i. 

Les diverses formules qui precedent s'accordent avec celles que 
nous avons etablies dans le premier et les deux derniers paragraphes 
du Memoire.,Elles peuvent d'ailleurs etre facilement etendues au cas 
oil n serait le produit de plusieurs nombres premiers impairs 



Ainsi, en particulier, supposons 



n = 



v, v', v" designant trois nombres premiers impairs, et representons pai 



le produit des diverses valeurs de & h correspondant aux valeurs de / 
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qui, etant premieres a n, verifient les equivalences 

v 1 V 1 v" * 

(DO) x - =i (mod.v), x 2 =i (mod.v'), a; * =i (mod.v 
Soit encore 



le produit des diverses- valeurs de 0^ correspondant aux valeurs de 
qui, etant premieres a /z, verifient les equivalences 

v t V 1 v"-I 

(5i) oT^EEE i (mod.v), #"==-- 1 (mod.v'), ^ 2 =T (mod.v 

et concevons que Ton emploie, clans un sens analogue, chacune d 
huit expressions comprises dans la formule 



de sorte qu'a un changement de signe opere dans le dernier momb 
de la premiere, ou de la seconde, ou de la troisieme des formules (5o 
doive toujours corresponds un changement du signe qui affectc 
premiere, la seconde ou la troisieme unite dans la notation 

[i, r, i]. 
Soient d'ailleurs respectivement 

M, II 1 , U' f 

des racines primitives des trois equivalences 
j? v - 1 = ] (mod.v), ^ v '~ 1 =j (mod.v'), a? v '- 1 sr (mod.v r/ ) 

et 

?, s'; s" 

des racines primitives des trois equations 
Enfm posons 



NOTE III. 13i 

et nommons A', A" ce quo devient A qaand on remplace v par v' ou v" 
Chacune dos hull expressions 



[i, r, i], [r, J, - i], [ i,i, i], [ i, i, i], 

i,- i,.i], [_ T ,i,i], [r, i, i], [1,1, i] 



(53) 

sera une fonction entiere et symetrique, non seulement de 



ou de 

mais encore de 

$', q' li '\ ..., s ' v '- 3 

ou de 

$'"', $ /w ' 3 , ..., '"' v '-' 

et aussi de 

if r w a c /'M"V f -s 

5 > s > 5 

ou de 

-//I*" x-'/W" 3 V M "v"-3 

< b > b ? > b > 

les coefficients numeriques etant des nombres entiers. Par suite, on 
pourra en dire autant des produits qu'on obtient en multipliant Tuin 
par Pautre deux ou plusieurs des expressions (^>3), et chacun cle ce^ 
prodaits, ainsi que chaciine de ces expressions, sera non seulemeni 
une fonction lineaire des deux somrnes 

J A _ i -+- A 



par consequent des deux rapports 

i A rH~ A 
__, __, 

mais encore une fonction lineaire des deux rapports 

i A' I-+-A' 

2 ' 2 

et aussi une fonction lineaire des deux rapports 

i - A y i-f- A" 
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Done chacune des expressions (53), ou chacun de leurs pro 
multiplies par 2 3 =8, deviendra non seulement une fonction li 

de 

i-A, ' i + A, 

par consequent de A, mais encore une fonction lineaire de 

i - A', i + A', 

par consequent de A', et aussi une fonction lineaire de 

i -A*, i. 4- A", 

par consequent de A", de maniere a offrir generalement liuit f 
dont Tun sera constant, les sept autres termes etant respectiv 
proportionnels a 

A, A', A", AA', A A", A'A", "A A' A" 

et les coefficients numeriques etant toujours des nombres ei 
Ajoutons que de la premiere des expressions (53) on peut d 
successivement les sept autres en y reinplacant separement on i 
tan em en t 

A par -A, A ; par A ; , A /; par A", 

c'est-a-dire en changeant le signe de A, ou de A', ou de A", au m 

oil, dans la notation 

[<> i> J ] 

on change le signe qui afiecte la premiere, la deuxieme ou la troi 
unite. Cela pose, si Ton considere en particulier les deux produ; 



(54) 



[i, i, i][i, i, i][ i, i, r][ i, -i, i], 
[ i, i, i] [ i, i, i] [i, r, i] [i, r, i], 



il est clair que chacun d'eux restera invariable, tandis que, de 
differences representees par 

A, A', A", 



NOTK HI. f;| 

doux sonlomont ohan#oront do signo ot quo, pour doduiro lo soeon< 
prodnil du promior, il suflira do ohangor a la lois lo signo do A, coin 
do A' ot ooluidoA". II suit do rotto romarquo, o( do oo qui a etc di 
phis haul, quo IOH prmluits {/>V) multiplios par lo uombro 2 a -= 8, n 
dovronl roaionnor aurun fcno proporltoniiol a uno soulo dos dillV 1 

ronoos 

A, A', A w 

ou a Pun don priHluits parfiols 



ot dovront HO n ; duiro it dotix hinomos do la fonao 

er i /*AA'A f 
ft - //A A' A*, 

//, /i dostgnaitf dinixquantitos oiitioron. On aura done 

l K| i. i, 1 1| i, - , 1 1| ^ i, i, )(. K - i, 1 1 n -t-^AA'A w , 
I H| i. -- i, t|| ...|, t, 1 1| i,-..-- i, i )| t, i, i| -,/ --.. AAA' A*. 



I)*aulro part, ohuoun <ls produits (':V'|) f poitvant otn 1 ocmsidor^ <u)inin 

ttiio fiHirticiii oiilioro dos rapports 

t A t i-A i - A 1 t i A 1 i- A" i -A' 

* I ...... ."..-,(, .-.-..-...., ....... , ,.:...,...,.,. ,,,,- f ,,= , ..... ,,.:,,,... ^ 

'! I *4 *1 * f l *4 

tlans laquoiic les oooffto.iontH nmoriqiio Hont ontiors, HO roclnira 

au Htgito priH, It tin iiiHttbrt 1 ontti*r si I f <in y roinplaco chacunc do 

difloroiiroH 

A, A 1 , A fr 

par mi niiiiiliro ttitpair; par <ximple par Punit^. Done un U*l roinpla 

roitioiif doit rotidro Ir* proiiuoriiiiniiliro ot f parHuitcs loKoeom! momhr 
do fiiiiriiiie di*ji ^qtmttoiiH C^*t) divisible par 8. Done loncloim binome 

ti !- //, /I If 

H; iPoit II nutt iiu< lour dmni-Hommo // at lou 
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demi-difference b seront divisibles par 4 on de la forme 

' a = 4A, b- 4B, 

A, B etant des quantites entieres. Done les f'ormules (55) clonneront 
\ 2 [i, ,,,][,,-,,_ ,][_ r, i, _,][-r,- i, i] -A 4- BAA' A", 



les valeurs numeriques de A, B etant des nombres cntiers. 
Observons a present quo i sera unc racine de 1'equivalcnce 

V 1 

(5y) x - ~i (mod.v) 

si, v etant de la forme l\x -h i, le rapport est un nombre pair et 

sera, au contraire, une racine de 1'equivalence 

V 1 

(58) x~= \ (mod.v) 



si, v etant de la forme L\x +- 3, le rapport - est un nornbrc impair. 
Done, par suite, les deux quantites 



Tune sera racine de 1'equivalence (57) et 1'atitre racine do r6quiva- 
lence (58) si v est de la forme L\x -+- 1 ; mais toutes deux seront racines 
d'une seule de ces equivalences si vest de la forme l\x + 3. Pareille- 
ment, les deux quantites -t- A, h seront racines, 1'une do. I'equi- 
valence 

V 1 

' x 2 ==j (rnod.v'), 



Taiitre'de 1'equivalence. 

V' 1 

(60 ) x~ T ~= i (mod.v') 

si v' est de laforme -t\-x -+- 1 ; et toutes deux, au contraire, seront racines 
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d'une seule cle cos equivalences si v est cle la forme i\ x -+- 3. En fin, 
les deux quantites -+- //,, h seront racines, I'une cle ['equivalence 



(Oi) x - ==i (mod.v"), 

1'autre de 1'equi valence- 

(62) 



si v" est de la forme L\x -f- i ; et toutes deux, au contraire, seront ra- 
cines d'une seule de ces equivalences si v" est de la forme l\x -t- 3. 
Cela pose, il est clair quo les deux monomes 



appartiendront, comme facteurs, a une seule des expressions (53) si 
les nombres 

v, v', v" 

sont tous troia de la forme L\x H- i ; et, comme le nombre des facteurs 
compris dans chacune cle ces expressions est 6gal au huitieme du 

produit 

N (v i)(v' i)(v" i), 

qui represente le nombre des termes premiers a n = vv'v" dans la suite 

1^ 2^ 0^ . . ^ ftf ~~~ J ^ 

on aura evidemment, dans lecasdontils'agit, euegardalaformule(3), 



, Si des nombres 

deux seulemenl, par exempie v, v', sont de la forme L\x-+- 1, le troi- 
sieme, v", etant de la forme 4a? + 3, alors les monomes 

0/ t , e.. A - 
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appartiendront comme facteurs, non plus a une seule, mais a deux 
des expressions (53) qui ne different entre elles que par le signe de la 
troisieme unite, etl'on trouvera, par suite, 



(64) 

Pareillement, si des n ombres 



v, v', v" 



un seul, v par exerople, est de la forme i\x -+- i, Ics deux autrcs, v', v", 
etant de la forme l\x 4- 3, les monomes 



appartiendront, comme facteurs, a deux des expressions (53) qui ne 
ditfereroni entre dies que par les signcs de la deuxieme ct de la 
troisieme unite. On aura done, par suite, 



(65) [I ' 1 ' 

Enfin, si les trois nombres 



, ', " 



v v v 



sont tous trois de la forme l\x + 3, les monomes 

e/,, e_ A 

appartiendront, comme facteurs, a deux des expressions (53) qui 
differeront entre elles paries signcs des trois unites, et Ton aura, par 
suite, 



NOTK HI, 1M 

ll est d'ailltMirs evident quo, duns tons les cus, les tormulos (MK 
mt ((>'|), oti tfi"M, au (()(>), onlrainoMt lasuivanto : 

it 
r 1 l. H. . Ml .i.- -Ml i. i.'ll ' -'.- tji~i,i,i)ii,' Mi 

dans !' priMtiitT tt li (rotHiomo ras, CHI (ire ICH foruuilos ((i'J) 



I li, i. t|[i. i, i|| i. t, t|( i, t, l f\ 

f tH | 

I ^ 

{ i- I. l|| t, t, i||t. i, i|li t l, I] /, 

i{ ist flair jn'alr? nn tlnit avuir, dun^ lis i'*nuulcs (*() 

\ 
A /!', H . 

Ail rtuitriiin*, rfititt* If tiinixi^tut* rf If quatHrmt* r-as, <w tin* 
I'fMjttatioii t(p, jwuh* atix foriiittlrti ( .*<! 

% 
UK,. *i/ - A'-- IPA'4 if A''. 

(hi truiivi* it'iijlhniri*, tiattn tt tltmxi^tm 1 ras, 



A' v. 4 s - - v\ A" - v". 
aura tliir. ilaiut TtHi it 1'autrt* run, 

A'A'U* 1 ' VVV : --/IJ 

uotu*i* t In furtntilf* (<K}M)f)rut0ra 

H 
4 /i 1 A'i-rtli', 

t, fiarwi IH trot* fiiptpunt pri*miiw tit* /* ruux qui Bonl do la 
furntt* .| J * '* *<*rtint in inunhrp impair dunn l dcuxifcrac tt lo qua- 
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trieme cas, .et en nombre pair dans le premier et le troisieme cas. 
Done le deuxieme et le quatrieme cas, auxquels sc rapporte I'equa- 
tion (70), seront precisement ceux oil le nombre //. est de la forme 



AU reste,, des raisonnements, semblables a ccux qui precedent, 
s'appliqueraient aux cas ou Je nombre entier n serait le produit de 
quatre, cinq, . . , facteurs premiers impairs 

M V ri" y'" 

J 1 J 1 J 1 J 1 

et alors, en designant par N le nombre des lermes premiers a n qui 
seront compris dans la suite 

i, 2, 3, .. ., n i. 
c'est-a-dire en posant 



on se trouvera de nouveau conduit a la formulc (70), A, B etant deux 
quantites entieres dont la seconde sera nullc si n cst de la forme 
L\x + i, mais cessera de s'evanouir si n est de la forme t\x + 3. 

Si maintenant on designc par // la plus haulc puissance de/? qui 
divise simultanement A et B, alors, en. posant 



on tirera de la formule (70) 

(71) [\pV- **+ ny\ 

Dans ce qui precede, nous avons suppose le nombre n compose do 
facteurs premiers impairs. Supposons maintenant le nombre n, pair et 
compose de facteurs dont 1'un soit 2 ou unc puissance de 2, les aulrcs 
etant des facteurs premiers impairs. Si Ton suppose d'abord ceux-ci 
r^duits a un seulfacteur premier v, n sera de J'unc des formes 

-.'' ' : . " " ' iv, f^j, 8v, . . .. . . 
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Or, en supposant n divisible une seule fois par 2 on cle la forme 2, on 
retrouvera cles formules analogues a celles qu'on obtient quand on 
pose simplement / v. Mais, si Ton suppose 

- n /j.v, 

v elant un nombre premier impair, on obtiendra des resultats clignfis 
do rcmarque. Soient, dans cette hypothese, 



, s. p 



cles racines primitives des trois equations 



x'" i , 

on pourra prendre 



' p as- 



Si d'ailleurs 1'indice /* de % h est equivalent a , suivant, le module v, et 
ay' suivant le module 4, on aura 



ce qui suffira pour reduirc 1'equation (i) a 1'equation (22); et, si Ton 

design e par 

/,/ ' ' 

la valeur generale de A que fournit l'eq,uation (22), les valeurs parti- 
cnlieres de & A , qui correspondront a des valeurs de h premieres k-/i, 
seront celles que pr6sente le Tableau suivant : 



(72) 



etant une racine primitive de I'equivalence 

^,,v-i_, (mod.v). 

Concevons maintenant que, dans la formule (7), on fasse co'incider 

e /t , e/ ( , /, ... 
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avec celles des expressions de la forme /y - qui, dans le Tableau (72), 
offrent pour premier indice ane puissance paire de u et, pour second 
indice, 1'unite. 11 est clair qu'alors la somme 

h -f- k + I H- . . . 

sera equivalente, suivant le module 4. a 



et, suivant le module v, au produit 

H-a + ...-l-i/v.-3 

Done cede somme sera divisible par 

= 
ou seulement par 

ou enfin par 



suivant que v - i sera divisible par 8 ou par /,, ou seulement par 2, 
c'est-a-dire suivant que v sera de la forme 

8.07+1, ou 8. r + 5. ou /, x + 3. 
On aura done, dans le premier cas, 



dans le deuxieme cas, 



(74) A*e/... = RA, 

et, dans le troisieme cas, 

=0, =0 



V , 
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pnurvu qur 



t IPS rniiditimis ri-dfssus iMinnrtH'S, rYs!-a-dirc', en d'aulrrs 
, pnurvu qu'un fa^so <Mim*idrr Irs indices 

A, A, /, , , . 

avt*r ri'iix tjui vrriitcnt sinnillant'uuMit Ii's liux oquivaltMtrcs 

. t 
* 7 t ntmti.v), ./ ( moil, \\, 



(hi |iruviTa tl'aillftirH iardruuMtt : t" tjui*. si n is( dt In loruu 1 H.r -H i 
itti 8,r "i, riM|tiatiitii (7!$ on (7*1) s'i'tiMidra au ras in^mo ctu Tun 

"iftrtd**r If** iiidirt'H 

A. A, /, , .. 



avi'i- ri-iiK ijiii vi'filii'iit HtifiulttitiiMitprit lis tiiMix i>c|uivalcnc'fs 

'# 1 

v), ,r ;.-:* H ,^ -- i 



tn 



*0 r * ..... t CttiruUv), .r . .1 (Hlilll.4). 



7ii .r f ..... t ittmtl.v), 4 :*-! (mml,4); 

-," quo H$ v I'H| df !u fttniii' 'j.r -f- "I, rpquution (7"*) s't^c'ndra an 
uit ; tnt* u l f n Frrait 



avi'r rrtit iftit vt'riltiMti HtmultantMntMii li' lujuivaliMH'!*!* (7^) > 
iHi ilrvra f*trr r^milarpt 1 ar PtHuation Huivant< : 



>lf I" *i, I, I. lit, 
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si Ton fait co'incidcr Ics indices 

k, k, l, ... 

avec ceux qui verificnt Ics equations (77) ou (79). Done, si Ton designe 
respectivcment par Ics quatre notations 

['i]. [' iL [ 1 | ] [ ', i] 
les quatre produits formes par la multiplication des valours de 

correspondantcs aux valeurs de 

h, k, I, ... 
qui verificnt les formulcs 

(76), on (77), ou (78), ou (79), 

on pourra, dans Tequation (73), lorsquc v sera de la forme 80? 4-1, at 
dans 1'equation (74)* lorsquc v sera de la forme Sx + 5, remplacer 
successivement le produit 

par chacunc des quatre expressions 

/ [,, i] =0,,, M .,,... M , 

^ 8 * rL 'i Ze' 1 ' /^e" 1 ' 3 '"/*' V ' 

Mais, lorsque v sera clc la forme t\x + 3, alors on pourra remplacer fe 
produit 

dans I'equation (75), par chacunc des expressions 
ou, dans I'equation (80), par chacune des expressions 
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Observons a present que i sera une des racines de 1'equiva- 
lence(57), si v est de la forme L\x -hi, et de 1'equivalencc (58), si 
v est de la forme l\x -+- 3. Done, par suite, les deux quantites 

A, h 

satisferont, 1'une aux formules (76), 1'autre aux formules (77), ou 
Tune aux formules (78), 1'autre aux formules (79), si v est de la 
forme l\x -f- 1; et, au contraire, ces deux quantites satisferont, 1'unc 
aux formules (76), 1'autre aux formules (79), ou 1'unc aux for- 
mules (77) et 1'autre aux formules (78), si v est cle la forme !\cc -f- 3. 
Done, en vertu de la formulc (3), on aura : i si v est de la forme 
$>x + i ou 8& -f- 5, 



2 si v est de la forme L\x -+- 3, 






(83) [i.i][-i,-']=A> 2 , [i,-i][-M]=/> f . 
Dans I'un et 1'autre cas, les formules (82) ou (83) donneront 

(84) pv-i=.[i, i][i, 1][ i, i][ ', i]- 

D'ailleurs, comme, dans chacune des formules (73), (.74), (7$), (80), 
1'cxpression 

representera une fonction entiere et symetrique de 

par consequent une fonction entiere et symetrique, non seulement de 

,./i f-k c / 

5 , 5 5 r > 

mais encore de 

a*-, a*, a', ..., 

les coefficients numeriques etant des aombres entiers, il est clair 
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que, si v est de la forme 8# 4- 1, le produit 

sera, en vertu de la forrnule (73), unc fonction cntioro et symetriqttft* 
non seulement de . 

S, S"\ , " V " } 

mais encore de 

a, a 3 , 

par consequent une fonction lineaire,, non seulement des deux so in men 

5 4- s"' 4- ... 4- S"*"', S" H- S" 3 H- . . . H- s" v ", 

mais encore de la somme 

OL H- OC 3 . 

Or, cette derniere sommo etant nullft, en vertu do 1'cquation 

a laquelle doit satisfaire la racine primitive a = y/ i on a = y/~~i 
de Fequation 

X k ~ I, 

il en resulte qu'en supposant v de la forme 8 a? +- 1, on aura 

[r, i] [T, i] Cfl + c t (q + s" 2 -f- . . . H- g" v - 3 ) -+- c s ( s w -h s" n -4- . . . H- s" 1 "' 3 ), 

c ,c,,c., designant des quantites cntieros. Si, dans 1'cquation prece- 
dente, on remplace <; par <;", on trouvera 



puis en posant, pour abreger, 

S S" 4- S" 2 ... -4- s" v "' s v -' -- A, 

A 2 c c, c,, R ~ c, c,, 
on reduira les deux equations quo nous venous d'obtenir a la forme 

'-'] A-hBA, 
i, i] -- A BA. 
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Si !' umuhn* v rtail !< la formr H.r h k >, alors on dcvrait a lYtjua- 
tiuit (7*!) substitut'p 1'iMjiiatiim (7*0 il, par suito, IMI ayunl t^ard a la 

fiirmuit* 

J, H,,H r. - i>, 

mi olitit'iidrait, uu litni dp* equations (H*>) l^s deux suivatttcs : 
. ( I alMlh.- i| (A 



Ktiliu, HI v rtait tic la fctriui* *j.r * "i, on drvrait a riMjualiou (7!) ul>- 
rrcjtiattofi (7 V) uu (Hii) H, par suit', JMI ayant i^anl : la foruiuli' 



, H , /4, 

mi Hf trtittvrrait li* iitiuM*att rtuuiuit ; drus ('(piatiou^ di la mt'iiii 4 
furiw* jut It'-* i*quatitH)H ^Hf), (>!st*rvun> d'aillt'iirs <jut' It's Hjtia 
ttuui (Hth jH'iivi'iif t'tiv I'I'IJM'IS ftitttprist'H i'ilt>'jitriiH' dans lt i s for- 
c H*i K di*si|ut*li<n on !'H dinlnil i*n rcinplavunl !* dnt\ quautifos 
rn 1 ** A, H par dcux autn's tjuaiititrs iMttU'ri's yiA /jH. 
I^*s n*sititatH tjui* fcatniistHi'nl l 4 n (*qua(ioriH (Hu) (HV). (Ml), (H(i) 
Hunt anuiogut*H li c'iust qtir nutiH avtittH ohtcnu* <* prrnant /i -^ v; it 
d'alitjrd, ^$ v i*t di la Ibnm* 84* -HI, n tirrra drs lrmtilt*s (8u) 
H ilT*) ' 

A */"'". II . 

Si, att ruiilratns v r*t tli la Iiiriiu* H.r -* *i, tin tirora den Ibniiulcn (H;i) 

il j Hli } 

> . 

\ a/* '", II u. 
Knfiii. <*i v i"| dr In furtiK' \.r '! iilitr% di' 



tut ItriTa 

IK-- ,> * \ 



, ni tiitfttmant // la plun liauti* puiHsanrt* tit* />, (jui ilivi^c nimul 
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tanement A, B, et posant 




on trouvera 
(88) 

Considerons maintenant les deux produits 



quel'on deduit I'un de 1'autre, en remplacant spar <;", ou a par a 3 =a H . 
Ghacun de ces produits sera une fonction entierc de a et, de plus, une 
fonction entiere et symetrique, non seulement de 



mais encore de 

les coefficients etant des nombres entiers. Comme d'ailleurs chacun 
de ces produits ne sera point altere, lorsqu'on y remplacera simulta- 

nement 

S par q u et a par a 3 , 

il devra se ceduire, non seulement a une fonction lineaire de 

a, a 3 
et, en rneme temps, a une fonction lineaire des deux sommes 

mais encore, evidemment, a une fonction lineaire des sommes 

3 ( 4- r "4- ... 4- s" v " ! ) 4- a ( S "4- s"' + . . . 4- s" v "). 

Or, en vertu de la formule 

* ' 0* = I, 

on a 
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et, par suite, chacune des deux dernieres sommes se reduit, au signe 
pres, a 

(s s w 4- <;'" ... 4- s" v " 3 s" v -' ) = a A. 

Done les deux produits 

se reduiront a deux fonctions lineaires du monome 

aA 

qu'on deduira l'une de I'autre, en remplacant a par a 3 = a on, ce 
qui revient au meme, en remplagant 

aA par aA. 
D'ailleurs, chacun de ces produits aura pour facteur 

si v est de la forme 8a? 4- 1 , et 

si v est de la forme l\x 4- 3. On aura done generalement ' . 

(89) 



A, B designant deux quantites entieres qui seront divisibles par p si 
v est de l'une des forme's Sx -h 5, 4^ + 3. Ces principes etant admis, 
si Ton suppose v de l'une des formes 

80? -HI, 8.2? -h 5, 

* 

alors des equations (84), (89), jointes aux deux formnles 

at? i, A s =rv, 
on tirera 

(90) /? v - 1 = A 2 + vB I . 

Si, au contraire, v est de la forme 4^ + 3, on tirera des equations (83) 
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>t(-8 9 ) 

V 1 

A=p 2 , B = o. 

L'equation (90), dans laquelle A, B sont divisibles par p, lorsque 
i est de la forme 8^-F- 5, merite d'etre remarquee. Si Ton designe 
)ar p l la plus haute puissance de p qui, dans cette equation, divise 
iimultanement A et B, alors, en posant 




>n trouvcra 

9.) i)V-~x*-+vy\ 

II est bon d'observer que, dans le cas ou 1'on suppose 

n = 4 v, 

e nombrc N des termcs premiers a n et compris dans la suite 

i, 2, 3, . . ., n i 
a(v-i). 



'.st precisement 



)onc, alors, l'exposantde/>se reduit a dans les formulas (84)61(90), 

iiissi bien que dans les formules (38) et (4?) (^7) et (70). 
Dans le cas particulier oil, v se reduisant a 1'unitc, on a simplemcnt 



m a aussi 



p a, 



: designant toujours une racine primitive v/ i ou 
ion ' ' 



i dc Tequa- 



Uors on tire de 1'equation (3) 
st de 1'equalion (4) 



/'-i 
) ' l>> 



ou, ce 

(93) 

Done, 
fourni 
en d'ai 

(94) 

dans If 
Si, i 



v, v', . . 
en rais 
1'equat 
facteui 



Alors, 



on 
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puis cle ces dernieres combinees avec les deux precedentes 



Dans cette meme hypothese, R, ;, se reduisant a unc fonction entiere 

de a, sera de la forme 

R M z=A + Ba, 

A, B etant des quantites entieres, et Ton aura encore 
on, puisque or i, 



R 3i3 "= A + Ba 3 



Par suite, la formule (92) donnera 

p ( A +- B a) ( A. B a) = A 2 B 
ou, ce qui revient au meme, 
(93) / = 



Done, alors, la multiplication de @J par 0^, ou plutot de R lfi par R 3)3 , 
fournira la decomposition du nombre p en deux carres, c'est-a-dire, 
en d'autres termes, la resolution de 1'equation indeterminee 

(94) p = ^ + y\ 

dans laquelle p designe un nombre premier de la forme t\x -+- 1 . 
Si, au lieu de supposer n = 4v, on supposait 



v, v', ... etant des nombres premiers impairs, on se trouverait conduit, 
en raisonnant toujours de la meme maniere, a une formule analogue a 
1'equation (90). Supposons, pour fixer les idees, que, le nombre des 
facteurs premiers impairs etant reduit a 2, Ton ait 



Alors, en nommant toujours N le nombre des termes qui, dans la suite 

i, 2, 3, ..., n i, 

OEuvres de C. S. I, t. UI. 2O 
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sont premiers a n = 4 W, on trouvera 

N 2(V l)(y' j). 

Cela pose, en etendant 1'usage des notations (53) au cas ou, clans le 
produit 

n = vvV, 

on remplace le facteur impair v" par le facteur l\, par consequent, au 
cas ou Ton remplace les equivalences 

V" 1 V" I 

x~ T ~=i (mod.v"), x* == i (mod./) 
par les equivalences 

#=5=1 (mod.4)> # = i (mod. 4) 
et les sommes 

, _ \" . i A" 

// + " + . . . + $ ..... -* _ 1 - ?- , <;" H- 5 ^" -H . . . -t- s ..... -' _ IZ-iL 

2 - 2 

par 

a . et a* = a, 

on obtiendra, pour represcntcr les produits (54), non plus des fonc- 

tions lineaires de 

i A tf i + A" 

" '"" ..... " ............. " > ---_..-.-..,--.,-.,_.." j 

2O 
& 

mais des fonctions lineaires de 

a, a, 

lesquelles, d'ailleurs, ne cesseront pas d'etre en meme temps fonc- 

tions lineaires de 

i A i -t- A 

2 ' 2 

et fonctions lineaires de 



Done, alors, au lieu des equations (55), on en obtiendra d'autres de la 
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formo 

( 4[. . n I i. i, - t~- '. ' - 1 [ - i. i, ' 1 4- 

\ %/ * J j * 11 "1 i i r i 

I 4( ..,,_,,._, 1 1 .. , t ^ ,j[ lf .. , t ,j[ If lf ._,] - 

a, /Mlosignatit (h k s quaulitos onti^ra qui, comino. los produils (^/i) 
sorout divisiblos par// 3 , o/osl-a-diro par lo c.arro do 

w? on do Wi B , , 

a" I" ? w 

si lo numbro 

N . v_-i v't 

. _wr>~ > | ,-. ^ , . 

n'ost pas divisiitlo par 'j. domino, d'aillours, <lans charuno des oqua- 
licitis ([)**)* lo prouiior mombro, on lo quadruples do Tun dos pro- 
luits( Vj), tlovrn HO rrduiro ati quadruplo d*itn nornbrr 1 onlior, si Ton 
rornphifo A, A* par don nnmbros impairs Ids quo Tuailo ot a par un 
tuuubre pair cut pur tin nombro impair, par oxomplo par o on par i, il 

ost flair quc 

a oi tt h h 

dovrciut otro drs multiplos do 4. Done a t b soronl divisiblos par f\ ou 
do la Formo 



los Fo 

I { t, i, 1 1 ft* N - j i ti ~- 1 1 1 it ' '1 = A -H HAA r , 



los valours numvriqui do A, B otanl dos nnmbros ontiors qui soronl 
co.rtainomont iHvisihlo.H par /^ i lo nomhre 



N ^^ v i '/ --" 

"" "T" ""IT 



n'st pan divisiblo par /j, D'autro part, on rocoruuutnt nans pcino quo 
lo. Formulos ((>4) sont appHcablcn au caa oil, dans lo produit 
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les facteurs impairs v, v' sont tous deux de la forme L\x -+- 1; les for- 
mules (65), au cas oil un seul de ces facteurs impairs, v par exemple, 
est de la forme l\x-\-i\ enfin les formules (66), au cas oil les fac- 
teurs v, v' sont de la forme 4^ + 3. Dans les trois cas, les for- 
mules (64), (65) on (66) entraineront la formule (67) ct, dans le 
second cas en particulier, les formules (65) ou (68), jointes aux 
equations (96), donneront 

N 

Mais, dans le premier et le troisieme cas, on tirera de I'equation-^), 
jointe aux formules (96), 

N 

(97) ' /J 2 A 2 -B s a 2 A 2 A' 2 = A 2 +B 2 A 2 A' 2 ; 

et, comme on aura, dans le premier cas, 

A 2 =v, A' s =v'. 



dans le troisieme cas, 



v, 



il en resulte que, dans le premier et le troisieme cas, on. trouvera 
par consequent 

N 

On peut remarquer, d'ailleurs, que les deux cas dont il s'agit sont 
precisement ceux oil le produit 



est de la forme 4-^-f-i- Ajoutons que les quantites entieres A, B seront 
divisibles par p~, si les deux nombres v, v' sont de la forme 
Generalement, si n est de la forme 



v, v', v", ... designant des facteurs premiers impairs, alors, en nom- 
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mant toujours N le nombre des tonnes premiers a n ot eonipris dans 

la suite, 

i, a, 3, ..., n-*t, 

e"est-a-dire on pusant 

N "-. a(v i)(v' i)(v"i).,,, 

on trouvera 



/>"-: A-f-wV...H, 
ou, cc qui rev lent au me me, 

N 

(99) j> T =A-HjB f 

A, B dosignant dos quantiten nnliftros, dont la sncondo aora nulle 
lorsquc* le produit 



sera de la forme !\x -f- 'I et ut*SHora do s'tivanouir lorttquo le m6me 
produit sera de la forme f\x H-I. Ajoutons quo IOH quanlitos A, B 
neront cliviHihles par la pimnaneo de /t t dont lo dogro ent lo nombro des 
facteurn inipaire 



v, v', v% 



si le produit 

V -" I V* I V* 



'4 



nVst pas divisible par /j. 

Si mainlenant on denigne par // la plus haute puissance do p qui 
divine simultanetiierit A el B, alorn, en ponant 



n 

N 



on tirera de la form u it* (cj>) 

(too) f>* - ' x 1 4- j/ f . 

Supposuns tTH-ore fi H. Ators, si I'on nuinmc a une raeine prirni- 
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tive de ,1' equation 

les quatre racines primitives de cette meme equation seront 

a, 'a 3 , a 5 , a 7 



et Ton aura 



*=!. 



Alors aussi la formule (3) donnerY 



et 1'on tirera de la formule (4) ' 



puia, cle ces dernieres equations combinees avec les deux precedentes, 

(101) ^ = R li3 R 5i7 . 

D'arlleurs 



sera une fonction entiere et symetrique de 



par consequent, une fonction lineaire cles sommes dc la forme 



le coefficient numerique cle chaque somme etantun nombre entier; et, 
d'autre part, la somme 

a'^-i-a 3 " 1 

se reduit, pour m = i ou 3, a 



pour m = 2 ou 6, a 
pour m = 4, a 
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enfin, pour m ~~ .*> ou 7, a 

a 8 -H x u ~ a 7 -4- *" :-= a 4 a 7 = (a -t- a a ). 

Done II, , 8 sr wluira simploimnt ii uno fonction Unoairo do la sonuno 

a -4- oe s ; 

dt, cotnmo on diMluira H Si7 do II, >3 on romplaganL 

a ot a 8 
par 



on aura 



i U,,,~.\ --(*-), 
I H,, T -- A -H( 4-), 



A, B (iosignant ilos quan tilths 

Si maintcnant on nomhinu It's* formulos (ix) avo.c lea equa- 
tions ia, CHI cn oonrluru 



(H, cotninr on aura 

( a -4- st 1 )* : x a i- s 4- 1 * ~; a a* ;- a, 

on trouvcra iKfinilivMntnt 

(io3) p- A f hull*, 

Done, / Maul un nomhro pn*uiior ilc la forme 8,-c 4-1, on pourra tou 
jours satinfains pur C!IH valnurs cntii^r(rt do .r, /, h rquation indc 



On pourrait inorc facilrmi'tiliUtMuIrr Ins principos quo nous ycnons 
'cxOHpr au ras ou \v nombrn n serai t do la forme 
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ou meme de la forme 

n = 8vvV..., 

v, v', v", ... etant des facteurs premiers impairs. Alors les resul 
seraient analogues a ceux que nous avons obtenus en supposant 

n = 4.vvV. . .. 

Seulement, en passant d'une hypothese a Pautre, il faudrait substit 
aux racines primitives 

a et a 3 a 

de Pequation 

^* = i 

les somtnes 

an- a 3 et a 5 -H a 7 = ( a -f- a 3 ) 

OU 

a -4- a 7 et a 3 -h a s = (a + a 7 ), 

'formees par Paddition de deux des racines primitives 
de Pequation 



a, a 3 , a 5 , a 7 



Cela pose, en nommant N le nombre de ceux des termes de la suite 

I, 2, 3, ..., /I I 

qui sont premiers a 
c'est-a-dire en posant 

et designant par A, B deux quantites entieres, on trouverait : i d 
le cas oil le quotient 

n 1 u 

- ___ VV V . . . 

serait de la forme [\x -+- 1, 

N 

P * = A*-B*(a + a*y A /2 A //2 ...; 



NOTE III. 
2 dans le cas oil le meme quotient serai t de la forme [\x -+- 3, 

N 

p r *= A 2 ~r R 2 (a 4- a 7 ) 2 A 2 A' 2 A" 2 .. ., 
les valeurs de A 2 , A' 2 , A" 2 , . . . etant dans Tun et 1'autre cas 

V 1 V 1 y" 1 

A 2 z=( i) l v, A /2 =z(i) 2 v ^ A^m^i)"^^, . 
et, comme on aurait evidemment dans le premier cas 



(a -ha 3 ) 2 =a 2 H-a 6 2= 2, 

V ' - I V^ I 



(mod. 2), 



puis, dans le second cas, 



2 = 



A 2 A /2 A" 2 ...zi: I 



... s , (mod.2), 



il est clair que, dans Tune et Tautre hypothese, on se trouvera condi 
a la formule 



qu'on peut encore ecrire comme il suit : 
(io5) /=A 2 



Ajoutons que, dans le premier cas, les quantites A, B seront divisibl 
par la puissance de p qui a pour degre le nombre des facteurs impai 



v, v 7 , v", ... 



si tons ces facteurs sont de la forme 4^ + 3, attendu qu'alors 
produit 

(i-H-3)- 

' 



1 2 2 
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sera divisible, iiori par 8, mais seuleineint par 4, et qii'dri a'ura d'ailleurs 

4VV'V" l 2 ~p. 






Dans tous les cas, si I'on designe par p l la plus haute piiissaric'e 
de p, qui divise simultanement A et B, alors, en posant 



A =j0*#, 

__ N 

on tirera de la formule (io5) 

(106) /^zz:# 2 -h 

Nous remarquerons en finissant que, si le nornbre premier/), etant 
de la forme 4^ + 3, se reduit precisement an nombre 3, les for- 
mules (16) doviendront inexactes. Mais alors, pour retrouver liqua- 
tion (20), il suffira d'observer qu'on tire de la formule (3) 

et de la formule (4) 

puis de ces dernieres, combinees avec la precedente, 

(107) /? = R lfl H 2ia . 

Dans cette meme hypothese, si, en n'ommant p une des deux racines 
primitives de 1'equation 

X' nz I, 

Ton pose 

r r ~ > f 

on aura, non.seulement 

(w8) A = -'3, 

mais encore, eu egard a la formule p -f- p^ = r , 

_ i-A , n-A 
9 r ' P' = r ' 



....,...- , NOTE; iv ; 

Comme on aura, d'autre part, . 

RM = C Q + c\ 9 + C 2 P 2 , R^,. 2 = c -h c t p 2 -+- c 2 p, 
c , c, designant des quantites entieres, on en conclura 
( I0 9) . . . aRi.i^A + BA, aR^zziA-p^ 

les yaleurs de A, B etant "' 

A = 2C -<?! C 2 , BzzzCj Ca, 

puis'oh conclura des formulas (107) et (109) 

4/? A 2 B 2 A 2 , 
ou, ce qni revient an meme, eu egard a la formula (108), 



L'equation (no) est evidemment de la forme de celle qu'on ol 
drai.t en posant n. = 3 .dans la formule (20). 



SUR LES RfiSIDUS QUADRATIQUES. 



(i) 



p etant un nombre en tier quelcpnque, on a, comme on sait, 

x n n f .2.3 



-2 A)... 



le signe S s'etendant a toutes les valeurs entieres, nulles ou posil 
de 

. /.. g, A, ... 

qui verifient la condition 
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Si p est un nombre premier, le coefficient numerique 
_. _ 1.2.3 ..... p _ 

(I-* ..... /)(!.* ..... ff )(l. 2 ..... h)... 

se reduira toujoufs evidemment a un multiple de p, a moins 
ne suppose'un seul des exposants/, g, A, . . . egal a/?, tous 1( 
etant nuls. Done alors la formule (i) donnera 

(2) (^-t-y H- S-H. . . ) p = #* -t- y* -H s/l -H ' -H-/?P> 

P designant une fonction entiere de x, y, 5, ... dans laqi 
coefficients numeriques seront des nombres entiers. Done 
attribue ax, y, z, ... des valeurs entieres, on aura 



(3) (x -h y -+-Z -H. . .y == &P -\- yp -+- zr> + . . . (mod.p). 
Si maintenant on pose 

a?= ( y = s=. < .. = i, 

alors, en nommant ^ le nombre des quantites x< y, z, ..., 
la formnle (3) se reduire a 

(4) kp=zk (mod./?). 

Inequivalence (4) comprend le theoreme enonce par Fermat ei 
lequel la difference 

XP x 

est, pour des valeurs entieres de x, toujours divisible par/?, 
p est un nombre premier. Comme d'autre part Inequivalence 

xP x==Q (mod./?) 
ou 

x(xP- 1 i) = o (mod.p) 

entraine la suivante 

(5) ^-i j^o (mod./?) 

lorsque x n'est pas divisible par p, il en resulte que tout 

-'- 
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comme i\ suit : 

(6) ayf-'ssi (mod./?). 

Si d'ailleurs on nomine / une racine primitive de 1'equivalence (6), les 
diverses racines de cette equivalence pourront etre representees ega- 
lement, ou par les divers termes de la progression arithmetique 

i, 2, 3, ..., p r, 

ou par les divers termes de la progression geometrique 

i, t, *, .'.., 



et, par suite, tout nombre entier, premier a/?, sera equivalent, suivant 
le module />, a une puissance entiere de t. Ajoutons qu'en vertu de la 

formule 

# > - 1 =i (mod./?) 

on aura generalement 

P**t* 

si Ton suppose 

A = /r (mod./? !). 

Done une racine 

/* 

de Tequivalence (6) ne devra point etre censee alteree lorsqu'on \ 
fera croitre ou diminuer Texposant h d'un multiple de p i. Enfin, 
comme, en supposant/> impair, on aura 



X l>~-l __ , _._ 

1'equivalence (5) ou (6) se decomposera, dans cette hypoth&se, en 
deux autres dont la premiere 

" X 2 1 = 

ou 

(7) a?" 5 " si (mod./?) 

aura evidemment pour racines les puissances paires de t, savoir 
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tandis qtie la seconde 

/>-* 
x 2 1 = r, ; 

on 

;. -, ; .:'.' . - .; .-. :../ ' . ./i^i - ' ..-... , . . * : , 

(8); ' x 2 ~ i (mod./?) 

aura necessairenierit pour racines les puissances impaires de t, savoir 

t, t\ t 5 , .';., ^- 2 . 
Ainsi, parmi les termes de la progression arith'metique 

I, 2, 3, . .., p l 

represerUant les-rfestes ou residus qui peuvent provenir do la division 
d'un entier par p, les uns, en nombre egal a > seront equivalents, 

suivant le module^, a des puissances paires de /, par consequent k 
des carres parfaits. Ces termes, dont chacun est le reste ou residu $e 
la division d'un carre par p, se nomment, pour cette raison, residus 
quadratiques , aussi bien que les nombres equivalents aux memes 
termes suivant le module p; et comme, dans le cas ou Ton prendp 
pour module, tout nombre premier a p equivaut a une. puissance 
entiere de t> le carre d'un tel nombre equivaudra necessairement h 
une puissance paire de t, c'est-a-dire a une racino de la formule- (7); 
d'oii il resulte que tout residu quadratique, different de zero, sera une 
semblable racine. Done, les racines de Tequivalence (8) qui sont 
distinctes des racines de Inequivalence (7), mais, comme elles, en 

nombre egal a - -> ne pourront* etre des residus quadratiques sui- 
vant le module jo. C'est ce que Ton exprime en disant que chacune des 
racines de 1 'equivalence (8) est non-residu quadratique suivant le 
meme module. 
Pour abreger, nous designerons, avec M. Legendre, par la notation 
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p-\ 

le reste de la division de k 2 par le nombre premier p. Celapose, on 

aura generalement 

' 



si k est divisible par />, et, dans le cas contraire, 

- f*~l 

r=:^:i 

LH 



1=1 oa 



suivant que k sera residu ou non-residu quadfatique. Comme d'ailleursJ, 
etant une racine primitive de 1'equation (6), ne pourra verifier la for- 
mule (7), on aura necessairement 

p-t 
(9) t 2 = l (mod./?), 

/>-! 

et comme t 2 sera evidemmertt une puissance paire ou irnpaire de 't\ 
suivant que p sera de la forme [\x~+-.i ou L\x +* 3, an pent affirmer 
que i sera residu quadratique dans le premier eas et non-residu 
quadratique dans le second. Enfin, comrne, d'apres ce qui a ete dit 
plus haut, la progression arithmetiqne 

i, 2, a, ..., p i 



renferme autant de residus que de non-residus, on aura neeessaire- 
ment 






Generalement, si, une suite de nombres entiers 

a, b, c, ..., / 



etant composee de n termes differents premiers a p, on suppose que, 
dans cette suite, les residus quadratiques sont en nombre egal a n' et 
les non-residus en nombre egal a n" 9 on aura, non seulement 

(M) , n'->rn"=.n, 



168 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 

mais encore 

=[?]* [7] -[?][?] 

et, par consequent, 

P-I pi p i - p * 

(,3) n > ri'cr*"-*- b 2 H-C 2 4-...H-J 2 (mod./?). 

On peut d'ailleurs ecrire 1'equivalence (i3) comme il suit : 



dz~ 

la variable s devant etre reduite a zero apres les differentiations 
tuees. 

La formule (i4) offre un moyen facile de determiner la diffe 
ft'-. n \ et par suite, eu egard a la formule (i i), chacun des nombi 
n" lorsque, le nombre n etant inferieur a p, la suite 

a, b 9 c, ..., / 

se reduit a une progression arithmetique 

A, h -t- /:, 'h -h 2 k, ..., h-*r(n i)/:. 

Alors, en effet, la somme 

e az ^_ e bz ^ e cz _+_ _ f ^_ e lz 

devient 



= e hz - 



et, par suite, la formule (i4) se reduit a 



ds-* 



Concevons, pour fixer les idees, qu'on demande le nombre 
residus quadratiques et le nombre n" des non-residus inferieur 
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c'est-a-dire compris dans la progression arithmetique 

i 2 3 p ~ l 

i, 2, a, ..., _ 

Alors on aura 

p * 

n L , A ~ I , /"mi 

2 

et, par suite, 



D'autre part, la difference entre le rapport 



et celui dans lequel il se transforme, quand on y remplace p par zero, 
est 



/>-**, 
2 



e~ r 



IilJIe est done egale au produit 



et sa derivee de 1'ordre ^""" I , relative a 5, se composera d'une suite de 

2 

termes dont chacun sera proportionnel au facteur 



ou a Tune des derivees de ce facteur. Or, comme ces derivees s'eva- 
nouissent avec le facteur lui-meme quand on y remplace s et p par 
zero, comme d'ailleurs on trouvera 



i / e* e 

= 1 i 

2 
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il suit de la formule (17) qu'on aura, pour une valcur nulle de z. 



(mod./;), 
l ' 



dz 

par consequent 



Done la formule (16) donnera, dans I'hypothese admise, 

L^l / * s .J.\ 
(.8) A'-/I' S - ^-^r(^" e _!, ) (mod./,). 

3k * \e r H-e * / 

Enfin, z devant etre reduit a zero apres les differentiations, on p< 
sans inconvenient, remplacer z par z \j i dans la formule (18 
se trouvera ainsi reduite a 



(19) v-/ t '=(-i) *- - ^j (mod./;). 

rf^ * 

Ajoutons qu'en vertu de formules connues, la valour do tang : 
generalement fournie par 1'equation 



(20) 



6 2 i. a 3o a : * 

I 2 6 I 



4 2 2 s i . -2.3. /i .5.6 

dans.laquelle les coefficients numeriquos 

i i i 

~7Z J 7> * "7 "> * ' * ) 

6 3o 42 
que nous designerons generalement par 

eAsj, B t, a , <Ao 3 , . . . , 

sont ce au'on apDelle les nombres de Bernoulli. 
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Pour appliquer la formule (19), il convient de distinguer deux cas 
suivant que **~ l est pair ou impair, c'est-a-dire, en d'autres termes, 

suivant que/> estde la forme L\x -+ i ou L\x -+ 3. Dans le premier cas 
on a, pour une valeur nulle de s, 



"iET 

dz, 2 



et, par suite, la formule (19) etant reduite a 

n' n"~ o (mod./?), 
on tire de cette formule, jointe a Fequation 



(mod./?), 



par consequent, ' 

(21) 



Au contraire, lorsque /} ~~ l est impair et/> de la forme 4# + 3, alors, 
en ayant egard a ['equivalence 

2 />~i=i (mod./;), 

on tire de la formule (20), pour une valeur nulle de z, 



(mod./?), 



et, par suite, la formule (19) donne 

i / /; 

(22) /i' /i // =( i) 4 2\2 2 2 /^^.M (mod./?). 

_ 

D'ailleurs, lorsque jy est de la forme (\oo -+- 3, il est necessairement de 
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Tune des formes 8x +- 3, $x -h 7 et, comme on le verra tout a 1' 
on a : i en supposant/x de la forme 8x -f- 3, 



/-* 
2 2 ===_! (mod./?); 



2 en supposant /? de la forme 



Done, la formule (22) donnera, lorsque p sera cle la forme 8 a? 



et, lorsque/) sera de la forme 8,2? -f- 7, 

n 

(24) 



Ainsi, lorsque /> est premier et de la forme (\x + 3, la demi-diff 
entre le nombre des residus et le nombre des non-residus inft 

a e ~/> est equivalente, suivant le module p, a un nombre de Bei 

ou au triple de ce nombre pris en signe contraire. Cette prop< 
remarquable a ete, pour la premiere fois, enoncee ct demc 
en i83o, dans le precedent Memoire dont un extrait a ete publi 
le Bulletin de M. de Ferussac sous la date de mars i83 1 . 
En joignant aux equivalences (28) ou (24) la formule (n), 01 



on en tire : i lorsque/) est de la forme 8a? +- 3, 

(20) ^g^li- 3X^+1, n"= 2-^pi -4-3^, + ! (mod./?); 

^4 4 - 

2 lorsque/) est de la forme 807-1-7, 

(26) n'= -^ i -4-JUp+i, k"== p ~~~ * J^p + t (mod./?). 
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Au reste, les foramles (n) et (i5) fourniraient, avec la mem 
facilite, le nombre des residus et le nombre des non-residus quadra 
tiques compris dans une progression arithmetique dont les terme 
seraient positifs et inferieurs a 

~j ou a > ou & ~ 
6 4 5 ' 

Concevons maintenant que, p etant'un nombre premier impair, 01 
demande la valeur de 



ou, ce qui revient an meme, le reste de la division de 2 /7 ~ 1 par p. Pou 
y parvenir, il suffira, com me on sait, d'elever a la puissance du degre j 
Tun quelconque des facteurs imaginaires dans lesquels peut se decom 
poser le nombre 2. Or on a evidemment 



2 = (i H- \f =: ~i) (t V/ 11 

ou, ce qui revient au meme, 

2 = (j-Ha)(i a), 

a designant une des deux racines primitives \J ~ i, \j i de Tequa 
tion 

3T*=I. 

D'ailleurs, on tirera de la formule (2) 

(27) (j-hcx)^=:i-ha/ J -h/?P, 

P designant une fonction entiere de a dans laquelle les coefficient 
numeriques seront des nombres entiers, et comme on aura, d'autr 
part, 

par consequent, 



et 

zl p 

i-t-ap == 2 2 a 
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la formule (27) donnera 

2 2 a - (i-f- a) = I-+- a/ J 4-/;>P 

ou, ce qui revient au merne, 

i -h a' J P 



(28) 



a 2 (i-H-a) a 2 (iH-a) 

Enfin, comme on aura : i en supposant-/) de la forme [\x -f- 1, 



2 en supposant/? de la forme L\x + 3, 



a) r= 



on en conclura, dans tons les cas, 

JH-a^ 



a 2 (i -ha) 

ce qui permettra de reduire Tequation (28) a la suivante 

(29) a""=(-i)5"7- L r-^ I + /? _[!_ 

y \ ' i H- a/ J 

En vertu de cette derniere equation, le produit 



sera egal, au signe pres, a Tun des nombres entiers 
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et comine Texpression 

P(i a*) 

sera necessairement une fonction entiere de a dans laquelle les coeffi- 
cients seront entiers, cette expression, en devenant independante de a 
ne pourra se reduire qu'a une quantite entiere. Done le produit 



et sa moitie 



seront deux multiples du nombre premier/), et la formule (29) donnera 

p i i /' - * ;> + i 

(3o) 2 2 =( i)" 2 2 2 (mod./?) 

on, ce qui revient au rneme, i 

(30 



On tirera, en particulier, de la formule (3i) : i en supposant/; de la 
forme 8o? : i, c'est-a-dire de Tune cles formes 80? -h i, 8a? -4- 7, 



2 en supposant/j de la forme 8a? 3, c'est-a-dire de Tune des formes 
8.0? -h 3, 8^ -4- 5, 



Ainsi le nombre 2 sera residu quadratique pour les modules premiers 
de la forme 8,-r-i-i, 8 a? -1-7 et non-residu pour les modules de la 
forme 8 oc 4-3, 8x +- 5. 

Observons encore qu'on tirera de la formule (3i) : i en supposant 
p de la forme l\x -+- 1, 
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2 en supposant p de la forme L\x -+- 3, 



[3]='-^ 



Ces deux dernieres formules sont precisement celles que, da 
deux cas dont il s'agit, on deduirait immediatement de la formul< 
II resulte de la seconde que, le nombre premier p etant de la 

E^l 
[\x -+ 3, 2 2 sera equivalent, suivant le module/), a -+- 1 si ce n 

est, en outre, de 1^ forme 8#~H 7 et a i si le meme module 
la forme 8^H- 3. . 

Comme la demonstration de la formule (3o) ou (3i) repose 
rement sur le cleveloppement de la puissance p du binome 

i H- a, 

i 

a etant une racine de 1'equation x* = i, on arriverait encoi 
meme formule en developpant immediatement, a Taide du the 
de Newton, Fexpression 

( IHhv/ / ou (. 

et ayant egard a la formule 



EfFectivement, on trouverait alors : i en supposant p de la 



(32) 2 * =(-1) 



I ,2 



I .2.3 



P(P 



1.2.3. 



2 en supposant /> de la forme 4^ -+- 3, 



(33) 2 =(- 



I-P- 



1.2.3 



1.2.3. 
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Ainsi, en particulier, en prenant 

/? = 3, /? = 5, /> = 7i /> = 'i, 
on trouvera successivement 

2 = _ (I _ 3)> 

2 2 -n= - (in- 5 10), 

2 3 := i 7 21 -H 35, 

2 5 =: (i 1 1 55 H- 160 -+- 33o 462), 



Une methodc semblable a celle que nous venons de rappeler et par 
laquclle on obtient la valeur cle 



pent servir a trouver generalement la relation qui existeentre les deux 
expressions 

[?] til 

on, ee qui revient an meme, entre les restes de la division de z q ~ { 
par/? etdea^"* par q, p et y designantdeux nombres premiers impairs. 
Effectivement, pour obtenir line transformation de I'expressibn 



il suffit d'elev'er a la puissance p Tune des racines carrees imaginaires 
de p. Or, d'apres ce qui a ete dit dans la Note I, si Ton designe par 
une racine primitive de 1'equation 

(34) XP=I, 
alors, en posant 

(35) 6 - 0<H- 6''-. . .-+- ^- 3 - 9"= A, 

on aura 

/-* 

(36) A*=(-i) 2 /?. 
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D'autre part, g etant un noinbre premier impair, il result< 
mule (2) que liquation (35) entraifiera la suivante : 

( 3- ) M = 6'f - e<" H- 9'/' a ...-+ 0*""" 99"*-* -4- q Q , 

gQ etant unefonction entiere de dans laquelle les coefficl 
riques seront non sculement des entiers, mais encore des 
de g ; et comme, t etant une racine primitive deTequation (< 
evidemment 



lo double signe devant etrc reduit au signc H- ou an sigi 
que le nombre q sera equivalent, suivant Ic module/?, a une 
paire ou impaire dc /, c'ost-ii-dire suivant que Ton aura 



= i ou []=-', 
il est clair que Tequation (37) pourra etre reduite a 



(38) 4,= Lf 

Enfin, comme 



A 



A? (9 0'-t- ri . . . + #'''~ 3 - ^ 7 '~ 2 ) < 7 
sera evidemipent une fonction entiere etsymetrique, non sei 

mais encore de 

w , o , a, - , w i 

par consequent une fonction entiere et lineaire des deux so 



et merne une fonction qui changera de signe lorsqu'on rer 
par O f , par consequent lorsqu'on rempl Accra la premiere soi 
seconde, on peut affirmer que A' 7 sera proportionnel a la dii 
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ces deux sommes, c'cst-a-dirc a A, le coefficient numerique de A etant 
un nombre entier. Done, puisque, dans le second membre de 1'equa- 
tion (38), le premier terme se reduit a A, le second terme 



sera encore proportionnel a A, le coefficient numerique de A etant un 
nombre entier multiple de q. Cela pose, 1'equation (38), divisee par A, 
donnera 



(3 9 ) A'/- l == m (mod.?). 

De cette derniere equation, combinee avec la formulc (36), on tire 
~ == ( i) 2 T~^~2~" (mod.*/), 

par consequent 

(4o) 

Telle est la loi de reciprocite qu'a trouvee M. Legendre et qui sert de 
base a la theoric des-residus quadratiques. La demonstration ( { ) que 
je viens d'en donner, et que j'aTais deja exposee dans le Bulletin de 
M. de Ferussac de septembre 1829, est plus rigoureuse que celle 
qu'avait obtenue M. Legendre et plus courte que celles auxquelles 
M. Gauss etait d'abord parvenu. 

Si le nombre k est le procluit de plusieurs facteurs a, b, c, ..., 

1'equation 

/c = abc. . . 

entrainera evidemment la suivante : 



( [ ) Dans la troisieme Edition de la TMorie ties nombres, qui a paru en i83o, M. Le- 
gendre presente cette demonstration comme etant la plus simple de toutes etl'attribuea 
M. Jacobi, sans indiquer aucun Ouvrage ou ce geometre Fait publi^e, et dont la date soit 
anterieure au mois de septembre 1829. 
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En d'autres termes, on aura generalement 



P 

On trouvera de memo 



_1_ i-fl-lp-irc-i 
\-\P\\.P\\_P\ 



[7] =[?] 



On peut voir, dans Je Bulletin de M. de Ferussac deja cit( 
les memes principes peuvent etre appliques a la theorie < 
cubiqaes, biquadratiques, etc. 



NOTE V. ' 

DETERMINATION DES FONCTIONS R/i,/ c , . . . ET DES COKFFICIEN' 

QU'ELLES RKNFERMENT. 

Si, en designant par p un nombre premier impair, p; 
racines primitives des equations 



par^ une racine primitive de Tequivalence 

x- l ==i (mod./?), 
enfin par h, k des quantites entieres, on pose 

(0 /i=e + T^^-I-T^^H-. . .-+-Tf/' 

il est clair que la condition 

Xr==/i (mod./; i) 
entrainera les formules 
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en vertu desquelles on pourra toujours, si Ton vent, reduire 1'expo- 
sant h cl'une puissance entiere soit positive, soit negative de T, ou 
1'indice A d'une expression de la forme A , a Tun des nombres 

o, i, 2, 3, ..., p 2. 

D'ailleurs, atnsi qu'on 1'a prouve, on trouvera : i en supposant A 
divisible par/? i, 

(2) e A =e =-i ; 
2 en supposant A non divisible parjy i, 

(3) e A e_A= (ov 
Done, si Ton pose generalement 

/v, A = R /i-f- A- A-t- A- 

ou, ce qui revient au memo, 

f/\ p /ifr 

(4) R *-*=^T' 

on aura : i en supposant A ou k divisible par/? \\ 

(5) R AiA . = -j; 

2 en supposant A non divisible par p i , 

(6) R/v-/i= ( 0V; 

% 

et, comme on trouvera encore 

n 11 e/.e/, e,A0w.. 

K/i kli^/t k -7T 7T 

Cf/iH-Ar W-./i^A- 1 

on en conclura, eu egard a la formule (3) et en supposant A, A, ainsi 
que A -h , non divisibles par p i , 

(7) ' R/, ))t R-/, t -* = />. 

Ajoutons que, si A H- & n'est pas divisible par /? i, on aura [voir la 
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-for mule (3) de la page 88] 

(8) RA,*=S(T'^*), 

le signe S s'etendant a toutes les valeurs de /comprises dar 

I, 2, 3, ..., p2 

et les valeurs correspondantes de i, j etant choisies do mani< 
fier la condition 

(9) ' -+-*/= i (mod./?). 

Concevons maintenant que, dans le second membre c 
mule (8), on reduise Pexposant de chaque puissance de T i 
nombres 

O, I, 2, 3, ..., p - 2. 

Ce second membre deviendra une fonction entiere de T du dc 
et Ton aura identiquement 

(10) 



a a { , a 2 , ..., a^-o designant des nombres cntiers dont 
pourront s'evanouir et dont la sommc, egale an nombre d< 
de /, verifiera la for mule 

(n) a + a 1 -ha 2 4-. . .H- a p 2 p 2. 

Cela pose, 1'equation ( 10) donnera 



(12) RA,A:= a -f-a. 1 r-i-a 2 T 2 -h...-h-a /J _ 2 T^- 2 . 

D'ailleurs si, dans 1'equation (10), on remplace T par T W , 01 

(13) SCT''^*^^) = a H-a 1 T' n -i- a 2 T 2 " z -+-. . .-H a^ a T^- s >'. 

Done, si le produit 

/?2 ( A H- /: ) z= /nA -i- mk 

n'estpas divisible par 1 /? T, Tequation (12) entrainerala si 

R.../, ,/,r= flA-t- a.T m -4- n^r lm -4~ .. -u ii .T(/~2)m 
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Si p i fiiusait I** prttiiftii 

in \ /* / , 
ahrs mi iroiniTiiit : i" 1*11 sttppnsant ///A, //// uoii divisible par/* u 

i j ,*t i S $ T* "* '* " - 1 m #; J t , 

par 'iiHi*ijiiriit 

Mo ii n * ;i,r M ! ,?"" , , , . .1 ;i |t ,r /* < " -.^ i; 

v. M tn sup|Mi-a!it ml* i*t ////' si ; |an*!tMMtt fiivisihlrs >ar> i* 



II i**t Iniii rrili%rn*r i|ii% tiaiin Ir* jirt'iiiii^r iiii'tnhn* <lr r^tjtiation ( iH 
Irs nrttirs |iti!sHanri*s tit* 7, tjtii M* h'Muvi'i'otit tiiullipliros par <hs ro* 



hli'H ji;if/i i titt v i'i ijui rt*vii*nl au uiriiH 1 * nlli 
ijii! HI- ivtitiiriiitl ii I'miili*. Hour li* (irriitirr iiMMiihrc 1 <lr tn forinuh 1 ( iH ) 

M rriititr,! nli*iilii|!ii*iiiiiil ait jiri'miiT uirttiluv li la lortutilo( 1 1 j, 
I'll iitu\i*i} iiifl Hiiiiili* dNttiliMiir, ifHir tli*?* vah*ui*H <li)niu'i*s tit 1 f /t 



rnf ilf ivtuitilrf IVqiiatton lri par nippurt It j it ilVn lin*r f pour 
rha<|tit* %al'iir ill* / la valt*tir ronvs|MHilaih* *\*'j* <!unrvons t par 
r\i*tiiph\ ijn'iiM pn'iiin* /* '- *>. AiifH T Hi*ra iiit*' 1 rarint* primitive 1 



V - i M | I 

ilr iVi|it;i(tit$ 

.i* 1 i , 

l;iinii% I priiiiiliVf* tti* lVijaival<*un 

.r* ' - i Clitnil, ^i i, 
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On pourra done prendre 

' t=. 2 
et en effet, aux valeurs 

o, i, 2, 3 

tie 1'exposant i correspondront des valeurs essentiellement cl 
et non equivalentes 

i, 2, 4? 8 == 3 (mod. 5) 

de la puissance 2'. D'ailleurs, si Ton attribue successivemen 
valeurs 

1, 2, 3, 

les valeurs correspondantes de 

i 2 Z '==2' (mod. 4) 
seront 

j 2==4, x 4 = 2, i 8=i 3 = 3 (mod. 5 
et, par'suite, on trouvera, pour valeurs correspondantes de/, 

2, I, 3. 

Cela pose, on aura 



et de cette derniere formule, jointe aux equations (8) et 
tirera : 

Pour A=i,/c=r,A-+-X:r=2, 

R M :=z2T 3 -l-T 6 =T 2 -h 2T 3 ? 3 =0, at = 0, a 2 =I, a ; 

Pour h = i, / 2, h -+-/= 3, 

R t?2 mT s -h T^H-T 9 ^ I -h 2T, a =I, a!=:2, a 2 =O, i 

Pour A = 3, k = 3,h-hk = 6 = 2 (mod. 4), 

R 3i3 nz 2T 9 -hT l8 i=T 2 -4- 2T, a ~O, i^2, a 2 = I , a 3 = < 

II serait facile d'exprimer les valeurs des constantes positi 
a , ai, a 2 , . . . , a^-a? 
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comprises dans les formules (10) et (i3), en fonction des sommes de 
la forme 

S(T l ' A+ ^ Ar ) Oil S(T f " lA +./ m *). 

En effet, si, dans la formule (i3), on prend successivement pour m 
chacun des termes de la suite 

O, I, 2, 3, . ..,. p 2, 

on en tirera 

-+-ai H- a 2 . -K . .-+ a ; ,_ 2 =p 2, 



(19) a 



a H- 



Or, comme, en designant par h line quantite entiere positive ou nega- 
tive, on aura generalement, si A est non divisible par p i, 



(20) i-t- 

et, si A est divisible par p i , 

(21) i H-T /I -HT* A + . . .-HT^-^ A = /? i, 

on conclura des formules (19), respectivemenf multipliees par les 
facteurs 

i rrm ~2m T-"(J 2)/w 

1 , I , d , . . . , t , 

puis combinees entre elles par voie d'addition, 

( (^ l )a wl = /> a-HT-'ST' /w -^. 

(22) 



ou, ce qui revicnt au rneme, 

( 2 3) w-'- a J a -/>- a + 



p-3) m g ^(L 



Ce n'est pas tout. Si, en attribuant a z et.y deux valeurs correspon- 

QEuvres de C. S. I, t. HI. l(\ 
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dantes, propres a verifier la formule (9), on a 

ih -+-J/C == / (mod./? i), 
/ designant Tun des nombres 

0, I, 2, 3, ..., p'2 

on en conclura, non seulement 

^t/i+Jk--- T / 

mais aussi 

tM+J*== ^ (mod./?). 

Done la formula (10) entrainera la suivante : 

( 24 ) S( h +J*) 5= a fl -+- a! t -+- a 2 1* + . . . -f- a^s ^~ 5 ( mod./?) 

et la formule (i3) donnera pareillement 

^^-H a 2 ^'"-h. - .-H a p -8^-*> m (mod. 



Si, dans cette derniere, on prend sLiccessivement pour m chs 

termes de la suite, 

o, f, 2, 3, ..., /; 2, 
on en tirera 



/ a -H 



(26) 

ao 4- ai IP-* -H a 2 ^ 2 ^" 2 ^ 4- . . . -f- a p - s ^^~ 2)2 = S ( ^/ J 



Or, comme, en designant par h une quantite entiere positive < 
tive, on aura generalernent, si h est non divisible par p i, 

(27) , n-^4-f a/ *-h...-4-^- a)/ '=o (mod./?) 
et, si h est divisible par p i, 

(28) n- A -M 2/l -h. .+ ^~ 2)/l ==/?-- 1 (mod./?), 
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on conclura cles for mules (26), respectivement multipliees par les 
facteurs 



puis combinees entrc elles par voie d'addition, 



j ( n i) a OT == /? 2 4- *- /n S (t ih ^ k ] 4- J- 2 ' S (W+M) 4- . . . 

(20) J (mod./?) 

V ^' -- --* 



ou, ce qui revient au memo, 



( a == 2 _ ^(/>-s;/ S ( ^*+y*) ^</-J ^ S ( j*<*'*--/*> ) . . . 
(3o) (mod./;). 

v ; - 



La quantite positive a m *devant etre, en vertu de la formule (n), 
inferieure a/> 2 pourra etre aisemcnt determinee a 1'aide de la for- 
mule (3o), si Ton parvient a trouver des quantites equivalentes, suivant 
le module /?, a des somm.es de la forme 



S ( tM+ik ) on S ( t im/ W m * ) . 
Or concevons que, dans la somme 



h et k se reduisent, cornine on peut toujours le supposer, a deux termes 
de la suite 

O, I, 2, 3, '. . ., p 2. 

Alors, si Ton a 

(31) A 4-^ = 0, 

ce qui suppose h = o, k = o, on trouvera evidemment 



(32) S(T^ + ^).= p 2, 

par consequent, 

(33) S (*'*+->*)= 2 (mod./?) 

et, si Ton suppose 

(34) 7i4-/f^:/> r, 
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on trouvera 



on, ce qui revient au meme, 

(35) S (T"'+->* )=j, 
* 

par consequent, 

S (*'*+,/*) S(^-' )Ar ) = 4- 2 H-. . . 4- ^- 2 (mod./?) 

on, ce qui revient au meme, 

(36) s^M^ss i (mod./?). 

Si h +- ^ est renferme entre les limites o, p i, en sorte c 



on trouvera, en vertu de la formule (9), 

(38) S(*' A+ >*) = S [*"*(i *')*] (mod./;) 

et puisque, pour i = o, on aura 

I t 1 zrz 0, 

il est clair que, dans le second membre de la formule (38), o 
etendre la sommation, indiquee par le signe S, ou cornme 
premier membre, aux seules valeurs de i comprises dans la su 

I, 2, O, > p 2 

oubien encore a toutes les valeurs de i comprises dans la suit 
o, i, 2, 3, ..., /> 2. 

D'ailleurs, dans cette derniere hypothese, on aura, en vertu 
mules (27) et (87), 

S(^*) = o, S(^ / * +1 >) = o, ..., S(^ /H -*>)=EO (rnc 
et, par suite, apres le developpement de 
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suivant les puissances ascendantes de /', le second membre de la for- 
mule (38) so composera d'une suite de termes dont chacun sera equi- 
valent a zero suivant le module/*. Done la condition (87) entrainera 
Inequivalence 

(89) S (*""->*) 550 (mod./?). 

Supposons enfin 
(4o) /i-f- /:>/> i. 

Alors, A-t-etant renferme entre les limites p i, 2(7; i), si Ton 
pose 

(40 h = (p - i) - A, k = (/> !) - A-, 

la som me 

h-hk = 2(/> 1)~ (A-+-A-) 

sera renfermee entre les limites o, /> t, de maniere a verifier la 
condition 



/? i>h-hk>o. 
Alors aussi on aura 

S(^+y*)ss(^ h -' k ) (mod./?); 
puis, en posant 

(43) ./ E=t (mod./?) 

ou, ce qui revient an meme, * 

j^i^- 1, 
on trouvera 



D'ailleurs, com me, en vertu de Tequivalence (43), la formule (9) se 
reduit a 

(44) "^=1-4-^ '(mod./?) 
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on trouvera encore 

(45) S(;< 7 ^)EE=S[r- l HiH-O h+k ] (mod./?). 

Dans le second membre de la fornmule (45), la sommation 
par le signe S.doit s'etendre aux diverses valeurs de /' qui p< 
de verifier la condition (44) P ar consequent aux diverses va 
comprises dans la suite 

o, j, 2, 3, p 2, 
mais distinctes de la valeur 



pour laquelle il ne serait plus possible de verifier la condit 
reduite a la forme inadmissible 



et comme, pour t = - > on aura t 1 ^ i, par consequent 

n-^ l =o (mod./?), 

il en resulte que, dans le second membre de la formule (45] 
mation indiquee par le signe-S pourra etre etendue sans inc< 
a toutes les valeurs 

O, I, 2, 3, ..., p 2 

de 1'exposant i. Or, dans cette derniere hypotliese, en devolo] 



suivant les puissances ascendantes de t\ puis ayant egard 
mules (27), (28) et (4^), on tirera de 1'equation (45) 



(nod .,. 



ou, ce qui revient au meme, 

(46)- S(^^) 



la valeur de II hih etant 
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(h-t-k) 



" )R ~~ (1.2 h)(i.2 k) 

II estbon d'observer que la formule (46), dans laquelle h,k et h,k 
sont lies entre eu^ par les equations ("40 s'etend.au cas meme oil la 

somine 

A -H k 

*> 

redeviendrait inferieure a p i et se trouverait comprise entre les 

limites 

o, p i. 

Alors, en effet, comme on aurait 



et, par suite, 

1.2.3 ..... (In- k) ==o (mod./?), 

1'equivalenco (47) donnorait evidemment 



et, en consequence, la formule (46) se trouverait reduite a la for- 
mule (39). 

Observons encore que de la formule (46), jointe aux equations (4i) 
on tire immediatemcnt 

(5o) St^^Js-np-t-^p-i-A (mod./?). 



Dans les fonnules qui precedent, chacune des lettres A, k repre- 
sente Tun des nombres 

0, I, 2, 3, ..., /? -2 

et, par suite, chacune des lettres h, k represente Tun des noinbre 

1, 2, 3, /i, ..., /> I. 

Pour rendre les notations facilement applicables au cas oil 

A, k, h, k 
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representeraient des quantites entieres quelconques, soit j 
soit negatives, nous designerons generalement par 

ce que devient le rapport 

i.2.3 (h-hk) 



(1.2 ..... h)(i.a ..... k) 

quand on y remplace les quantites entieres 

h ei. k 

par les deux termes qui, dans la suite 

i, 2, 3, 4, > p i, 

sont equivalentes a ces quantites, .siuvant le module p i . ( 
la formule (5o), etendue a des valeurs entieres quelconqiu 
de k, donnera generalement, si h -h k n'est pas divisible par } 

-n. A ,_ A (mod./?). 



Ajoutons que, si A -H k devient divisible parjy ~ i, la forr 
devra etre remplacee, ou par la formule (33), ou par la form 
savoir : par la formule (33) lorsque JP i divisera separem< 
et par la formule (36) dans le cas contraire. 
Concevons maintenant que, dans les formules (33), (36 

on remplace 

h par mh et k par mk y 

m etant un terme de la suite 

O, I, 2, 3, ..., /> 2. 

Alors on trouvera : i en supposant mh et mk separement 
par jo - i , 

(52) S(^ t7l +^0= 2 (mod./?) 

2 en supposant que p i divise la somme 



, / L . /, \ ^ 7, i , 7. 



NOTE V. 193 

sans cliviser ses deux parties mh, ink, 

(53) S(t*M+M)==i (mod.p); 

3 en supposan t le produit m (h + t) non divisible par p i , 

(54) S(*"<'*+'*))s= IL,,,^* (mod.p). : 

En vertu de ces dernieres equivalences, la formule (3o) donnera 

( a^a-HlL*,.^-')". 
(o5) (mod.o) 

I + H-.A,-.** ( "-* )w -i-. ..4-n_ (/ ,_ 2)/v _ (/ ,_ 2) ^'>< 

ou, ce qui revient au meme, 

(56) a^^H-H^^H-n^,^ (mod./?), 

pourvu que, i designant Tun quelconque cles nombres entiers 

i, a, 3, ...,/> 2, 
on ait soin de remplacer generalement le coefficient / lw % savoir . 

H i/^i/,; : 

i par Funite, quand p i divisera la somme des produits iA, ik 
sans diviser chacun d'eux ; 2 par le nombre 2 quand p i divisera 
separement chacun de ces produits. 

Lorsque, a 1'aide de la formule (56), on aura calcule les valeurs de 

<*0 ^1> ^> " * ' * **/> 2? 

correspondant a une valeur clonnee de / et a des valeurs de A, k pour 
lesquelles la somme h -+-k n'est pas divisible par/? i, alors, pour 
obtenir la valeur de 

R/t,/c> 

il suffira de recourir a Tequation (12). 

Pour montrer une application de la formule (56), considerons en 
particulier le cas oil Ton aurait 



Alors, si Ton suppose, comme on pent le faire, t = 2, la formule (56) 

OKuvres de C. S. I. t. 111. ^5 
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donnera 

& m ~2 + R /t ^2 ni + Ui h ^tf+Il 3/l ^ k tf (mod. 5). 

Si d'ailleurs on prend 

A ~ i , k = i , 

. on trouvera 



2'*^n 2 , 2 2 2/w 4-II 3 , 3 2 3 '' 1 (mod. 5) 

on plutot 

a OT =E24-II l|1 2 l>l -h2 8 ' ll H-Il3,32 s ' n (mod. 5) 

en remplagant, comnae on doit le faire, 

n 2 , 2 

par 1'unite, attendu que p i =4 divise la somme 

2 -+-2 

des indices places ici au has de la lettre II sans diviser se 
chacun d'eux. Comme on aura d'ailleurs, en vertu de la form 

n,= =. 

et, en vertu de la formule (49), 

n 3 , 3 o, 

on trouvera definitivement, dans 1'hypothese admise, 

a m ^ 2 4- 2 wt - t - 1 -h 2 2m . (mod. 5), 

ou, ce qui revient au meme, 

a m E= 2 H-( i) m -t- a" 14 - 1 (mod. 5), 
puis on conclura : i pour des valeurs paires de m, 

a OT s= 2 + 2 m+1 ; 

2 pour des valeurs impaires de m, 

a m =i-f-2 m+1 
et, par suite, 

a =o, a t =5^o, a 2 =6 = i, a 3 =i7 = 2 (mo 
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Done, puisque chacun des coefficients 



doit etre mil ou positif et ne pent surpasserjo 2 = 3, on aura neces- 

sairement 

a =o, at o, a 2 =r, a 3 =:2. 

Cela pose, la ibrmule ( 12) donnera 



On se trouve done ainsi ramene a Tune des formules que nous avions 
decluites directement de la formule (8). 

On pourrait remarquer que I'unite, par laquelle nous avons rem- 
place le coefficient 



est equivalente a ce coefficient suivant le module 5. Mais on se trotn- 
perait si Ton supposait que, clans le cas oil p i divise h + k sans 
diviser h et k, on a toujours 

n h)k =i (mod./?). 
Effectivement, en prenant comme ci-dessus p = 5, on trouvera 

T-r,. J.2.3.A / y l-s 

"''^rrrT^^-' (mod - D) - 

En general, si p i divise h H- k sans diviser hetk, alors hetk, 
etant recta its chacun a Tun des nombres . 

I, 2, 3, ..., /) 2, 

fourniront une somme precisement egale &p i, en sorte qu'on aura 

h -+ k=p i = i (mod./)), 

k==- h i (mocl.p), 
et, par suite, 

( k -h i ) ( k -i- 2 ) . . . ( k -h h ) s= ( - i ) h i . 2 . 3 . . . . . h . 
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Or, on tire tie cette derniere formule 

___ (kH-i)(k + a)...(k + h) _ T.a.3 ..... (k-hh) 

t"" 1 ' ~~" 1.2 ..... h (1.2 ..... h)(i.2 ..... 

par consequent 

(5 7 ) n llik s=( i) h (mod./?); 

et il resulte evidemment de 1'equivalence (07) que, dan 
mule (56), on pent laisser a /"'*, pour coefficient, 1'expressio 

Hii, f ik, 

lors me me que/? i divise la somme ih + ik, sans diviser 
pourvu que th et ik offrent des valeurs paires. 

Une consequence importante a laquelle on se trouve immec 
conduit par la seule inspection des formulas (8) et (5i), c 
dans le cas oil la somme h-hk n'est pas divisible par p - 

pression 

. IU,-k 

equivaut, au signe prts, a ce que devient la fonction ent 
representee par 

R/t,A-y 

quand on y remplace une racine primitive T de ['equation 

xP- 1 i 

par une racine primitive t de Inequivalence 

^- 1 = i (mod./?). 

Cette derniere racine / doit d'ailleurs coincider avec celle que. 
la formule (9). 

Lorsqu'on vent appliquer a des cas particuliers les for 
dessus etablies, toute la difficulte se reduit a trouver, pour d 
de h et de k positives, mais inferieures au module p, des 
equivalentes aux expressions de la forme 



n - 

h ' k ~- 



k)' 
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c'est-a-dire aux coefficients numeriques que renferme le developpe- 
ment de la puissance 



du binome i + 1. Le calcul direct de ces coefficients devient assez 

penible lorsque le nombre t acquiert une valeur considerable. Mais 

alors meme des quantites equivalentes a ces coefficients, suivant le 

module/?, peuvent etre assez facilement obtenues par Tune des me- 

thodes que nous allons indiquer. 

D'abord, si, en designantpar t une racine primitive de 1'equivalence 



on nomme indices des nombres entiers 

i, 2, 3, 4, ... 

les diverses valeurs de 1'exposant -i, pour lesquelles la puissance t* 
devicndra successivcment equivalente a ces nombres entiers suivant 
le module/;, il est clair, d'une part, que deux nombres seront equiva- 
lents, suivant le module jy, quand leurs indices seront, ou egaux, on 
equivalents suivant le module/? i, d'autre part que 1'indice (Tun 
produit sera equivalent a la'somme des indices de ses facteurs et 
Findice d'un rapport a la difference des indices de ses deux termes. 
Cela pose, si, en se bornant a considerer des nombres entiers et des 
indices -plus petits que la limite /?, on construit deux Tables qui 
offrent le nombre correspondant a chaque indice et 1'indice corres- 
ponclanta chaque nombre, 1'addition successive des indices places a 
la suite les uns des autres dans la seconde Table fournira les indices 

des produits 

i .2, i .2.3, i .2.8.4, ... 

et des tors il deviendra facile de calculer 1'indice du rapport 



par consequent une quantite qui soit equivalente a ce'rappo.rt suivant 
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le module p. M. Jacobi ayant effectivement construit les Tab 
nous venons de parler pour toute valeur de/> inferieure a IDC 
resulte que, pour une semblable valeur, on obtiendra sans p 
nombre equivalent a II h k suivant le module p. 

II est bon d'observer qu'au lieu de reduire chaque indice a 
nombres 

0, I, 2, 3, ..., p 2, 

on pourrait le reduire a 1'une des quantites 

p i p 3 p 3 

__, _, ..., - 2 , I, O, I, 2, .,., ^ , 

Supposons, pour fixer les idees, 



Alors en prenant, comme on peut le faire, t = 10, on rec 
qu'aux nombres 

i, '2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, ii, i2, i3, i4, i5 
correspondent les indices 

0, 10, ir, 4, 7 5 > 9> 4, ^, *, i3, i5, 12, 3, < 
ou 

o, 6, 5, 4, 1, 5, 7., 2, 6, i, 3, i, 4, 3 

Or les sommes formees par 1'addition successive de ces indic< 
equivalences, suivant le module 16, aux quantites 

o, 6, 5, 7, o, 5, 2, --4, 3, 3, o, i, 5, s 

Done ces dernieres quantites representeront les indices des 

de la forme 

1.2.3.4 ..... h, 

pour les valeurs de h representees par les nombres 

1, 2,. 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, ii, 12,. i3, i4, i5 
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Ainsi, enparticulier, quatre decesproduits correspondront a 1'indice o 
et seront, en consequence, equivalents a 1'unite suivant le module 17 ; 
tandis qu'un seul prodnit, ayant 8 pour indice, sera equivalent a 16 ou 
a i, suivant ce meme module. Les quatre produits equivalents a ~f- i 
seront ceux qu'on obtiendra en prenant pour h un des nombres 

i, 5, u, 1 5 
et se reduiront a 

i, 1.2.3.4.5, 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11, i. 2. 3. 4-5. 6. 7. 8. 9.10.11.12.13. 1 4'. 1 5, 

tandis que le seulproduit, equivalent a i, sera, conformement a un 
theorems connu, le produit de tous les nombres entiers positifs infe- 
rieurs au module 17, savoir: 

1.2.3.4.0.6.7.8.9.10.11.12. i3.i4. i5.i6. 
II sera maintenant facile cle calculer les valeurs de 



n 



h , k 



correspondant a la valeur 17 du module p et a des valeurs donnees 
de h, k. Ainsi, par exemple, en posant 



on trouvera pour indice des produits 

1.2.3.4, 1.2.3.4.5.6.7.8 
les quantites 

-7> 4. 

Done I'indice du rapport 

TT __ 1.2.3.4.5.6.7.8 

h ' k ~~ (i.2.3.4)(i.2.3.4) 
sera 

4 + 7 -4- 7 = xo = 6 (mod.i6), 

et, en consequence, ce rapport sera equivalent, suivant le module 17, 
au nombre 2. Pareillement, si Ton prend 
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on trouvera pour indices des produits . 

1.2, 1,2.3.4.5.6,. 1.2.34.5.6.7.8 

les quantites 

-6, 5, -4. 

Done Tindice du rapport 

__ 1.2.8.4.5.6.7.8 
M ~ (i. 2) (i. 2. 3. 4-5. 6) 

sera 

-4 + 6 5= 3, 

et, en consequence, ce rapport sera equivalent, suivant le mod 
au nombre 1 i ou, ce qui revient au meme, a la quantite negati 

Au rst, sans recourir aux Tables qui fournissent, pour 
module, 1'indice correspondant a un nombre ou le nombre cor 
d$nt a un indice donne, on pourrait, a 1'aide de simples addi 
soustractions, obtenir facilement des quantites equivalentes 
verses valeurs de U h k , c'est-a-dire aux nombres figures des 
ordres. En effet, d'apres les proprietes bien connues de ces nc 
on peut les cleduire par addition les uns des autres en forr 
qu'on appelle le' triangle arithmetique de Pascal. II suffira don 
arriver au but qu'on se propose, de calculer quelques-uns des 
que doit renfermer le triangle arithmetique en reduisant chacu 
a un nombre inferieur au module donne ou a une quantite 
valeur numerique ne surpasse pas la moitie de ce module. Er 
ce sujet dans quelques details. 

Supposons les deux nombres h, k inferieurs au module p 01 
a/? i. II suit evidemment de la formule (47) que les valeurs 



seront respectivement egales aux produits du rapport 

_ i.2.3... ..(h+k i) 
' ' , [(I- a ..... (h-i)][(i.2 ..... (k-i)] 

par les trois nombres 



hlT"' k' h' 



NOTE Y. 201 

Or, comme le premier de ces trois nombres est precisement la somme 
des deux autres, nous elevens en conclure qu'on aura 

(58) n, lik =:n h _ lik +n ll)h ^,. 

De plus, il est clair qti'on aura, en vertu de la formule (47 ) non seu- 
lement 

(89) n h , k =n kih , 

mais encore 

(60) n bj i = in- 1 , n lik =kH-i. 

Cela pose, imaginons une Table, analogue a la Table de Pythagore, 
clans laquelle la premiere ligne verticale et la premiere ligne horizon- 
tale renferment les valeurs de h, k positives et inferieures a/? on meme 
a p i, c'est-a-dire les nombres 

I, 2, 3, 4, ..., /? 2, 

et concevons quc, dans la case correspondant a des valeurs donnees 
de h, k, on place une quantite, non settlement equivalence a n hk , sui- 

vant le module p, mais, de plus, renfermee entre les limites ~ 5 H- - 

II resultc des formules (Go) que, dans la Table dont il s'agit, . chaque 
terrnc cle la secondc ligne horizontale ou verticale sera equivalent au 
terme correspondant de la premiere ligne augmente de Tunite, et de la 
formule (58) que, dans chacune des autres lignes horizontales et ver- 
ticales, un terme quelconque sera equivalent a la somme des deux 
termes anterieur et superieur, c'est-a-dire des deux termes qui le pre- 
cedent immediatement, Tun dans la meme ligne horizontale, 1'autre 
dans la meme ligne verticale. Or, cesremarquesfournissent un moyen 
tres simple de construire la Table que nous venons d'imaginer et qui, 
dans le cas oil Ton suppose/? = 17, se reduit a la suivante : 
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Quantit^ equivalentes aux nombres figures suivant le module p = 17 



I 


. i 

2 


2 

3 


3 

4 


4 
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5 
f> 


6 


/ 
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8 
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9 
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10 
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1 1 

5 


12 

-4 


1 3 1 4 

3 2 


7 


2 


3 


6 


7 


a 


4 


6 


2 


-6 


4 


-> 


7 


6 


3 i 


3 


4 


17 


3 


r 


5 


r 


I 


5 
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3 


7 


4 


I O 


4 

5 


5 


-a 
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2 
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5 
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o 
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-6 
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-8 


i 
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6 


-5 
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o 
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-4 
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o 
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Dans la Table precedente, on s'est dispense d'ecrire les qu 
auxquelles II llk devient equivalent, lorsque la somme h-f- k e 
fermee entre les limites />, ^(p i); attcndu que ces quanti 
vertu de la formule (49)> se reduisent toutes a zero, comme eel 
correspondent au cas oil Ton a 



Quant a celles qui repondent au cas ou Ton a 

h +- k = p i , 
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elles se reduisent alternativement, en vertu de la formule (07), a H-I 
on a i, selon que h est pair on impair, et occupent les cases situees 
sur Tune des diagonales de la Table. Les cases situees sur I'autre dia- 
gonale renferment les quantites 

2, 6, 3, 2, 3, 6, a, j 
qui representent les valeurs de 

n hfh 

correspondant aux valeurs 

i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 

du nombre h; et, dans les cases symetriquement placees a 1'egard de 
cctte autrc diagonale, on trouve des quantites deux a deux egales entre 
elles, conformement a Inequation (09). Ajoutons que les quantites 
ecrites dans la partie du Tableau comprise entre la premiere- ligne 
horizontal, la premiere ligne verticals et la premiere diagonale, sont 
encore, dans chaque ligne horizontale on verticale, egales deux a 
deux, an signe-pres, a distances egales des extremites de chaque ligne. 
Or, c'est ce qu'il etait facile de prevoir. Gar si Ton nomme 

h, k, 1 

trois quantites entieres, non divisibles par p i et choisies de ma- 
niere a verifier la formule 

( 6 1 ) h -h k 4- 1 = p i 

ou meme, plus generalement, de maniere a verifier 1'equivalence 

(62) h -j- k H- 1 = o (mpd./? i), 
on aura, en vertu de Tequation (3), 

et, par suite, 



Or, cette derniere equation devant subsister, ainsi que la for- 
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mule (61) ou (62), lorsqu'on echange entre eux les nombre 

h, k, 1, 
on en conclura 

(63) Q = (- 1 )* RkJL= (- 1 )*R lth =(- I )ii^. 



On aura done, dans 1'hypothese admise, 

(64) (-i)*R k>1 =: (_ i) k R lfh = (- O'Rh.k; 
et, en rempla^ant T par/, on trouvera 

(65) (_ J )hn kil =(_.j)^n 1 , u -(-i) i n hjk (mod./?). 
On tirera d'ailleurs de la formule (65) 



ou, ce qui revient au meme, 

(66) n hi/ ,_ 1 _ h _ k = (-i) h n hfk (mod.p). 

II serait au reste facile de deduire directoment la forr 
de 1'equation (4?) par un calcul semblable a celui qui nc 
cluits a la formule (57). 

Les formulas (49), (67), (58)7 (39), (60), (66) ofirent 
de simplifier la recherche des quantites equivalentes a II hk , 
struction de la Table qui les renferme ; et d'abord il result 
mules (4g)> (^7) qu'on pourra se borner a calculer, dans c( 
les termes correspondant a des valeiirs de h, k, pour lesc 
aura 

(67) h-i-k </> i. 



De plus, eu egard a la formule (5g), on pourra supposer 
le plus petit des deux nombres h, k, lorsque ces deux noi 
viennent inegaux; et, en admettant cette supposition, on ti 
formule (67) 

(68) h<JZi. 
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Ce n'est pas tout : en vertu de la formule (66), on pourra se borner 
a calculer celles des quantites equivalences a II hk pour lesquelles on a 



par consequent, 

(69) 

et, de la condition 



k</> i h k, 
. p i h 



k< 



h<k, 



combinee avec la formule (69), on tirera 
(7) h ^~3 

On pourra done, dans la Table ci-dessus mentionnee, conserver 
seulement la premiere ligne horizontale et la premiere ligne verticale, 
avec les cases correspondent aux valeurs de h, comprises entre les 
limites 

h == i , h = 



on 



et aux valeurs de k, renfermees entre les limites 



ou 



Ainsi, en particulier, si Ton suppose p^iy, la Table dont il s'agit 
pourra etre reduite a la suivante : 

Qaantites equivalentes aux nomb res figure's xuivant la module 17. 
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Pour construire cette derniere Table, il suffit de placer 
miere ligne verticale les valeurs de h inferieures a 

3- = 5-h g , 
savoir 

I, 2, 3, 4> 5, 

et dans la premiere ligne horizontale, les valeurs de k infer 



savoir 

i, 2, 3, 4, 5, 6, 7; 

puis de remplir, pour chaque valeur de h, les cases co 
aux valeurs de k comprises entre les limitcs 



h ' 



en operant cornme il suit : 
Pour obtenir les termes 

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 

qul devront composer la deuxieme ligne horizontale, 
I'linite aux termes correspondants de la premiere ligr 
comme des formules (58) et (5g) on tire 



il est clair que, dans chacune des lignes homontales qu 
deuxifeme, le premier terme conserve dcvra etro equivalen 
module 17, au double du terme immediatemcnt snperieu 
des autres termes conserves a la somme faitc des deux t( 
en avant et au-dessus de celui que Ton consiclere. 

En operant de cette maniere, on trouvera pour termes dc 
ligne horizontale, les quantites 

6 2.3, 7S 6-H4, a= 7-4-5, 4=n-^ 
6 ==4 4- 7, 2=: 6-h8; 
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pour termes de la quatrieme ligne, les quantises 

3 = 2( 7), i=z3 -2, 5 i-f-4, i = 56; 
pour termes de la cinquieme ligne, les quantites 

2 2.1, 7^2-4-5, 6=17 1; 

enfin, pour terme unique de la sixieme ligne^ horizontal, la quantite 

-3 = 2.7 (mod. 17). 

A la seule inspection de la Table construite cornme on vient de le 
dire, on obtiendra irnmediatement les quantites equivalentes a II h|k , 
pour des valeurs de h et de k non situees hors des lirnites 

' h = , t h=i; k = h, k= =!=*; 



et Ton trouvera, par exemple, en supposant toujours/> = 17, 
n 4i4 ==2, II 2 , 6 ^ 6 (mod. 17). 

Si les valeurs de h, k, n'etant plus situees entre les limites (72), 
etaient neanmoins des valeurs positives propres a verifier encore la 
condition (67), on devrait joindre a la Table construite les for- 
mules (69) et (66). On trouverait ainsi, par exemple, 

n M == n 6 , 2 = n 2:6 = 6 

(mod. 17). 

n 7 , 7 =-n 7 , s =-n s , 7 s-- a 

Enfin, si les quantites h, k acqueraient des valeurs quelconques 
positivesou negatives, maisnondivisibles par/? i, on devrait d'aborcl 
les reduire, par 1'acldition ou la soustraction de p i 6u de ses mul- 
tiples, a des quantites positives, rnais inferieures a/? i, puis, apres 
cette reduction, on aurait recours soit a la formule (49)> so it a la 
formule (57), soit a la Table construite et aux forrnules (69), (66), 
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suivant que la somme h-+-kserait superieure, egale on inferie 
nombre/? i. 

II est inutile de s'occuper du cas oil Pune des quantites h, k 
suite, Tune des quantites h,k deviendrait divisible par/?, attend 
dans cette hypothese, on n'a plus besoin de recourir a la formul 
pour determiner la valeur de R^ qui, en vertu de Fequation ( 
reduit a i. 

tin moyen fort simple de prevenir et de reconnaitre les erren 
pourraient se glisser dans la construction de la Table ci-dessus 
tionnee, consiste a introcluire dans chaque ligne horizontale un 
de plus. Effectivement, en vertu de la formule (G6), si Ton fait 
un nouveau terme dans unc ligne horizontale correspondant 
valeur donnee de A, ce nouveau terme devra etre egal au terme 
dent, pris en signe contraire, ou a Favant-dernier terme de la 
ligne, suivant que la valeur de h sera un nombre impair ou un n 
pair. Done si, au moment oil Pon parvient a Pcxtremite (.Punc 
horizontale, il arrivait que la condition dont nous venous cle pai 
fut pas remplie, on devrait recommencer le calcul des tcnnos cc 
dans cette ligne. En operant comrne on vient de le dire, et sup 
par exemple n^iy, on obtiendra, au lieu de la Table trouve 
haut, celle que nous allons transcrire : 

Quantites dqtdvalentes aux nombres figures suivant le module 17. 
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Si Pon supposait au contraire/) = 19 ou/? 29, on obtiendr 
Tableaux suivants : 



NOTE V. 



Quantit^s eqidvalentes aux nombres figures suivant le module 19. 
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Quantites equivalentes awz nombres figures suivant le module 29 
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Lorsque, dans la formule (56), on substitue les quantites equiv 
lentes a 

ITA,/c? "-Zk^ky 9 ^(p^h,(p1)k^ 

determinees par Tune des methodes que nous venons d'exposer, c 
obtient une valeur de a m qui depend evidemment de la valeur attribu* 
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a i. Or, t designant une des racines primitives de I'equation 

XP-I===I (mod./?), 

si Ton pose 

?=?, 

i etant un nombre premier a p i , t' sera une autre racine primi 
la meme equivalence; et comme, dans & h , le coefficient de 



sera 



il est clair que, remplacer dans h , t par t' ', revient a y rempli 
par T C/ ^. Done, substituer a la racine primitive / la racine pri 
t'===t\ c'est, en d'autres termes, transformer @^ en tA , par cons* 
@ A en tA , et 



en 


ifi 



_ 
lh k 

t(A-f-A-) 

Ainsi, par exemple, comrne, en prenant/; = 5 et 

*=2, 

on trouve 

Rl f l=T J +2T 8 , R 3i3 i=T--h2T, 

si Ton prend, an contraire, 

t = 3 = 2 :J (mod. 5), 
on trouvera 

R lil =:T 6 -h2T 9 =ZT 2 -f-2T, R 3i8 = T 8 + 2 T 3 = T s + 2 T 3 . 1 

Done, substituer a la racine primitive 2 la racine primitive 

3 = 2 3 (mod. 5), 



ce sera transformer 
et reciproquement 



R 3i3 



R 3 , 3 en 
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Les diverses formulas obtenues dans cette Note se rapportent au cas 
ou la valeur cle A est clonnee par Fequation (i). Si, en designant par n 
un diviseur de/? i, et posant 

(78) j p i = wsy, 

o 

on nommait 

P> ' 

des racines primitives des formulas 

x ll -=. i et d?'*==i (mod./?), 

on pourraitprendre 

pr CT , r = ^ CT (mod./?). 

Alors, en rempla^ant 

A par niA, k par sjA", 

puis ecrivant, pour abreger, 

0/ t au lieu de 0^^, 



1 on obtiendrait, a la place des formules trouvees dans cette Note, des 
formulas analogues obtenues dans le Memoire. Ainsi, en particulier, 
la valeur de A serait generalement fournie, non plus par 1'equation (i), 
mais par la suivante 

et Ton aurait : i en supposant h divisible par n, 
2 en supposant A non divisible par n, 
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De plus, en posant toujours 



ou, ce qui revient au meme, 

, v 

(77) 

W/; 



on trouverait : i pour des valeurs de h ou de k divisibles p; 

(78) RA,A i; 

2 pour des valeurs de A non divisibles par n, 

(79) ' 'RA,-A=-(- ')**/>; 

3 pour des valeurs de A, de k et de A -+- k, non divisibles pa 

(80) R/^R-./i,-/, /?. 

Ajoutons que, si A +- n'est pas divisible par n, Ton aun 

(81) R A ,jfe=S( P '^*), 

le signe S s'etendant a toutes les valeurs de i comprises da 

I, 2, 3, ..., /? 2, 

et les valeurs eorrespondantes de i, j etant choisies de man 
fier la condition (9), c'est-a-dire la formule 

^-h/=i (mod./?). 

Concevons maintenant que, dans le second mcmbre 
mule(8i), on reduise Texposantde chaque puissance de p 
nombres 

O r I, 2, 3, . . . , 71 I. 

Ce second membre deviendra une fonction entiere de p 
/i i; et Ton aura identiquement 

zz a -h a lp 4- a aP 2 4-. . . + a"- 1 ?'*"" 1 * 



NOTE V. 



. 

a , a n a 2 , ..., a^ designant des nombres entiers, dont plusieurs 
pourront s'evanouir, et dont la somme, egale au nonabre des valeurs 
de z, verifiera la formule 

(83) a H- ai-h a 2 4-. . .-+- a^-! /? 2, 
Cela pose, 1'equation (81) donnera 

(84) R/Mr=a -Ha,p H-a 2 p 2 -K . .H-a^p*- 1 . 

Concevons d'ailleurs que, pour se conformer aux conventions ci- 
dessus adoptees, Ton remplace 

h par rah et k par srk, 
dans le second membre de la formule (47)- Cette formule, reduite a 



_ .. 
(8D } ^ - (r.2. 

fournira la valeur de II h)k , dans le cas ou les quantites h, k se reduiront 
a deux termes de la suite 

r, 2, 3, ..., n; 
et, dans le cas contratre, II M representera ce que devient le rapport 



quand on y remplace les quantites entieres h, k par les deux termes 

de la suite 

i, 2, 3, ..., n, 

qui sont equivalents a ces memes quantites, suivant le module n. 
D'autre part, a Taide de raisonnements semblables a ceux par lesquels 
nous avons etabli les formules (19) et (26), on prouvera que les 

valeurs de 

a<), ai, ag, . . > 9/i 1> 

renfermees dans les equations (8u) et (84), verifient non seulement 
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les formules 

a 4-a] + a 2 -K . ,-H a,^ = /> 2, 



(86) ' a -h 



mais encore les suivantes 



=p~ 2 (mod. 
1 = S ( /'' 
-o = S ( rW' 



(87) 

)H-air /l ~ 1 4-a 2 /' 2(n "~ 1) -h. . - -H a 71 _, rf /l - l J 9 ^ S(r ( 
et de ces dernieres, respectivement niultiplices par les facteui 

r ftn >.~ 2m T , (n l)tn 

1 ) ' t ' y i ' 9 

puis, combinees entre elles par voie d'addition, Ton conclura 

(88) m "~ "" (n 



De plus, si Ton remplace A par uA et k par cr dans les p 
membres des formules (62), (53), (54), on tirera do ces foi 
i en supposant mh sink separement divisibles par n, 

(89) S(r OT (^+ 



2 en supposant que n divise la sornme 

m(h -+. A') mh 4- mA% 
sans diviser ses deux parties mh, mk, 
(90) 8(/"(^/*))s i (mod./?); 

3 en supposant le produit m(h H- A) non divisible par n 
<9 J ) SC^^^Js-IL^,.^ (mod./.), 



NOTE V. 

attendu que Ton devra, en vertu des conditions admises, ecrire sim- 
plement Ii m ^ mk au lieu de E mvrAtmk . Done la formule (88) donnera 

n a, ;i = 2 -4- n_/ 4 ,_ A . /-' H- EL,/, __,*/-" -+-... 



(92) 



(mod./?), 
"' 



ou, ce qui revient au meme, 

( 9 3) /ia /rt = 2+n //iA r'+n sA ^^ (mod./?), 

pourvu que, i designantl'un quelconque des nombres entiers, 

I, 2, 3, ...,. Tl i, 

1'on ait soin de remplacer generalement le coefficient de r im , savoir : 



i par 1'unite, quaacl /i divisera la somme des produits i/i, i^ sans 
diviser chacun d'eux ; 2 par le nombre 2 quand n divisera separement 
chacuu de ces produits. Enfin, comme on tire de 1'equation (73)' 

nw =. i (mod./?), 

il est clair qu'en multipliant par u les deux membres de la for- 
rnule (9-3), on la reduira immediatement a celle-ci 



(94) a^EE^+n/^/-"'^^^^ (mod./?). 

Pour appliquer a des cas particuliers la formule (94)* on devra 
d'abord rechercher des quantites equivalentes, suivant le module p, 
aux nombres figures qui representeront les diverses valeurs de II hk . 
On y parvienclra sans peine a 1'aide des methodes precedernment 
exposees, en cornmengant par reduire chacune des quantites h, k a un 
terme de la suite 

i, 2, 3, ..., /i I. 

Apres cette reduction, si- Ton a 

h H- k > n, 
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ou 

h -+- k n, 

on en conclura, dans le premier cas, 

(90) n hjk E=o (mod./?), 

et, dans le second cas, 

(96) n h;k =( i) CTh (mod./?). 

Si Ton a, au contraire, 

h ~h k o, 

on pourra, eu egard aux deux formules 

(97) n k , h ^n hjk 

et 

(98) . n M _ k _ h = (- i)*n, i|k (mod./?), 

ramener la recherche d'une qnantite qui soil equivalente a II 
le module/?, au cas particulier dans lequel h, k representcra 
nombres non situes hors des limites 

(99) h = i, hm; k h, 



D*ailleurs, h, k etant deux nombres de cette espece, le (erme i 
a II h>k , dans la Table que nous avons appris a construire, sera 
renfermerontla ligne horizontale, dont le premier terrne est 
ligne verticale, dont le premier terme est rjk. 
Concevons, pour fixer les idees, que Ton prenne 

/> = 17, 71 = 4. 

On aura 



./-'_ '6 / 

~r~ - T = 4j 



et par suite le terme equivalent a n i){ , dans la Table de la 
sera celui que renferment les lignes horizontale et verticale ; 



NOTE V. 
premiers termes se reduisent an nombre u = 4. On aura done 

n M == 2 (mod. 17). 
Si, en supposant toujours /? = 17, on prenait 



on trouverait 



16 



et, par suite, le terme equivalent a II 1)3 dans la Table dont il s's 
serait celui que renferment les lignes horizontale et verticale donl 
premiers termes se reduisent aux nombres 



or = 2, SET = 6. 
n M == 6 (mod. 17). 
p = 29, 

28 



On aurait done alors 

Soit encore 
On trouvera 



et le second Tableau de la page 209, joint a la formule (98), don 

n lil = i2, n 2 , 2 =6, n M ^n lt 3 = 7 (od. 29). 

On aura d'ailleurs 



Enfin, si, en nommant p une racine primitive de 1'equation 

^=i, 
Ton pose 

R lit = a -h a t p 4- a,p 8 4- a 3 p 3 -h a 4 p*+ a g p 5 -4- a 6 p 6 , 

la formule (04) jointe a celles que nous venons d'obtenir, donnci 

a w =4(24- iar /n 6r lwt 7r sw ) (mod./?), 
r etant une racine primitive de ['equivalence 

<rJi = T f m o rl . o.n V 
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D'autre part, 



= 10 



kant une racine primitive de 1'equivalence 

,# 28 ==i (mod. 29), 
on pourra prendre 

r = t=: t'+== 5. (mod. 29), 

ce qui reduira la valeur trouvee de a w a 

a w =M[2 + i2(~5)'^6.5 2 '*-~7(-~5) 3 '] (mod./;). 

Si, dans cette derniere.formule, on attribue successivement a 

valeurs 

o, i, 2, 3, 4, 5, 6, 

on trouvera 

a =a 4 =a 5 =4> a t ==o, a 2 =a 3 =6, a 6 =3' (mod. 29 

et, par suite, puisque chacun des coefficients 

9o> a l? aj, a^ a 4 , ag, a^ 

doit etre nul ou positif, mais inferieur au module 29, on aura 



Si maintenant on substitue a p Tune des puissances 



on trouvera immediatement 



e, 6 3p 



NOTE V. 

Si, en prenant toujours 

p = W, n 

on supposait 



alors de la formule (94), combinee avec les suivantes : 

n li2 ==2, n 2 , 4 E=n M = 2, n 4 , 8 =n 4il =n 2 , 

n 8i8 ==o, n MO == 11^3 = 0, n 6il2 =n 6i5 =o, 

on tirerait 

a m = 8(1 + r m + r J/ + r*) (mod. 29), 

a ^8. 4^32^3 (mod. 29) 
a =3; 

puis, en prenant r = 5, on trouverait 

a]n:a 2 zz:a 4 6, a 3 =:a 5 =:a 6 =2, 

et Ton aurait par suite 

R li2 =34-6(p4-p 2 -f-p 4 )-4-2(p 3 +p^+p). 

Comme on aura d'ailleurs 



si Ton pose, pour abreger, 



on trouvera encore 

p P P 2 > PP. P 2 > 

et par suite la valeur de R^ 2 deviendra 

R li2 ^r I -H2A. 

En rempla^ant ^uccessivement dans cette derniere formule p p 

cune des puissances 

pS p 3 . pS P 5 . p% 
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on en tirera 

R M =R M =R M = i H-aA, R3,6==R5,io=Ro,i2==---i --2 

ou, ce qui revient an meme, 



Nous remarquerons, en terminant cette Note, que, dans le cas 
Ton suppose la valeur de h determined, non par Fequation (i), r 
par 1'equation (74), laformule(63) doit etre, ea egard aux notati 
adoptees dans la seconde hypothese, remplacee par cette autre forn 



kt , 



p 
qui, pour des valeurs paires dti nombre or, se reduit simplement a 



> > 

On doit d'ailleurs, dans ces deux dernieres formules, pro ml re pou 

1), k, 1 

trois quantites entieres, non divisibles par n, et'choisies de man 
a verifier non plus la condition (62), mais la suivantc : 



h -hk + 1 = o (mod. n). 
Si, pour fixer les idees, on suppose n=y, on pourra prendre 

h=i, k = 2, 1 = /J, 
ou bien 

h = 3, k = 5, 1 = 6, 

attendu qu'on aura, dans le premier cas 

h + k + l=z 7 , 4 

et dans le second 



h + k-M 141=2.7. 
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D'ailleurs, le nombre n = 7 etant impair, le nombre 



devra etre pair ainsi que /> i. Done, en supposant n = j, or 
trouvera 

e t e 2 e 4 3 e.,@ 6 _ . 

- 



- j - , , - , -, - , 

ce qui s'accorde avec les formules deja obtenues. Comme on aurs 

d'ailleurs, dans la meme supposition, non seulement 



2 2 

_ V J > _ ^2 

1,1 s~ ' " 2 ' 2 55T ' 

^2 ^4 

niais encore 

R _^_ej 
^-eT-eT' 

on en conclura 



Or, il sera facile de verifier cette derniere formule, en prenant /? = 29 
Alors, en efFet, en vertu de la formule 

p -H p 2 + p 3 + p 4 -f- p 5 -h p 6 = I , 

on pourra reduire les valeurs precedeinment calculees de R M , R 2>2 
R 4>4 a celles qui suivent 



et Ton aura par suite 
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NOTE VI. 

SUK LA SOMME DES RACINES PRIMITIVES D'UNE EQUATION BINOME, 
ET SUH LES FONCTIONS SYM^TRIQUES DE CES HACINES. 

m et n designant deux quantites entieres, et co leur plus 
commun diviseur numerique, on peut toujours, com me Ton sai 
ver deux autres quantites entieres u, 9, propres a verifier la fori 

mil nv =. a). 
* 
Done toute racine commune des deux equations binomes 



et par consequent des suivantes . 



verifiera encore 1'equation binorne 



puisqu'en supposant 
on en conclura 



mu 






Si d'ailleurs, n etant positif, on a pris pour x une racine primi 
1'equation 



X 11 = I , 



ou, en d'autres termos, si x n est la plus petite puissance positi 
qui sereduise a Tunite, co ne pourra differer de n; et par cons 
m sera divisible par n, en sorte qu'on aura 

WE=O (mod./z). 
Cela pose, n etant un nombre entier quelconque, nomrnons 
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racine primitive de 1'equation binome 

(0 x n =i, 

et 

/i, *, /, ... 

les entiers inferieurs a n, mais premiers a n. D'apres ce qu'on vient 
de dire, p ne pourra representer unc valeur de co, propre a verifier une 

equation de la forme 

& m/i =i, 

que dans le cas oil mh, et par consequent m, sera divisible par n. Or, 
la plus petite valeur positive de m qui remplisse cette condition 
est m = n. Done 

pA 

sera la plus petite puissance de p /A qui se reduise a Tunite. Done 

P ; S p*, p', ... 

seront autantde racines primitives derequation(i). Cesracines seront 
d'ailleurs distinctes les unes clesautres. Car si Ton avait 

P A =P*, 
on en conclurait 

p*- A =:i 9 et k h==o (mod. /i), 

ou, ce qui revient au meme, 

#==A (mod./i), 

et par consequent 

k = A, 

A, k devant etre tous deux positifs et inferieurs a n. Ajoutons que les 
seules racines primitives de 1'equation (i) seront les puissances 
entieres de p, dont les exposants, premiers a /i, pourront etre reduits, 
parTaddition ou la soustraction de n ou d'un multiple de /z, a Tun 

des nombres 

h, k, I, 
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Eri effet, si m represente, an signe pres, un entier qui nc soil pas 
premier a n, alors, w etant le plus comtnun divisenr dc m et de n, le 
produit 



mn 



sera le plus petit multiple de m, qui devienne divisible par n; et, par 
suite, 



mn 
-co ' 



sera la plus petite puissance positive dc p OT qui so mluisp a 1'unite. 
Done, alors p w representerauneracine primitive, non plus do 1'equa- 
tion (i), mais de la suivante : 



Si m clevient premier a n, on pourra en dire autant dps produits 

mil, ink, ml, .... 
Done alors 

p" lfl , .p'*, p m/ , ... 

seront encore des racines primitives de 1'equation (i). D'aillpurs ces 
racines seront encore distinctes lesunes des autres. Car on nc pourrait 

supposer 

p'''=p'*, 

sans en conclure 

p/(ft-A)_ X) m(k h) = Q (mofl./i), 

par consequent 

k A==o, k == h (mod./?.) 
et 

k A, 

h et devant etre tons deux inferieurs a /z. Done, si m dcvient premier 1 
a n, les diverses racines primitives de 1'equation (i) pourront etrc re- 
presentees, soit par les termes de la suite 

fA p*, p', -.., 
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soit par les termes de la suite 

qui coincideront avec les termes de la premiere, ranges dans un ordre 
different. 

Si, au contraire, m et n n'etant pas premiers entre eux, co designe 
leur plus grand comrnun diviseur, alors ceux des termes do la suite 

p' A , p'"*, p mf , ..., 

qui restcront distincts les uns des autres, rcpresenteront les diverses 
racines primitives do I'equation (2). 

Supposons a present quc le nombre n soit decompose en deux 
facteurs 

premiers entrc eux, et nommons 

I, -n 
des racines primitives des deux equations 

(3) 0??=!, 

Les puissances , 

et, par suite, leur produit 



so reduiront evidcmment a 1'unite, si m est divisible simultanement 
par <p et par y^ ou, ce qui revient an meme, par le produit 



Done on verifiera Pequation (i) en posant 



OEuvres de C. S. I, t. HI. 29 
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II y a plus : si m est choisi de maniere a verifier la condition 



on en conclura 

(/])"'? = i, Y)"'<P i, 
par consequent 

cp = o (mod.%), m = o (mod.%), 



et 

(Y])'X=I, 'X=I, 

par consequent 

/w-x = .o (mod. 9), 771 = (mod. 9). 

Done, pour que la puissance m e du produit Y] sc reduise a 1'unil 
il sera necessaire que m soit divisible a la fois par y^ et par op, ou, 
d'autrcs termes, que m soit un multiple de n-, et, comme m = n sera 
plus petite valeur positive de m pour laquelle cettc condition s< 
remplie, nous devons conclure que le produil ^ de deux racines pi 
mitives, propres a verifier les equations (3) et (4), sera line racii 
primitive de 1'equation (i). 

Enfin, chaque racine primitive p de 1'equation (i) ne pourra et 
formee que d'une seule mani6re par la multiplication de deux racin 
primitives propres a verifier les equations (3) et (4). En effet, cone 

vons que 

/ v t 

designent encore deux facines primitives de ces equations. Si Ton 

fri = l^ 
on en conclura 

(fr )*=(,D,)*, V<?=^, 
par consequent 



et, comme on aura d'autre part 
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il est clair que Ic rapport devra etre une racine commune dcs equa- 

tions (2) et (3). Or, o, ^ Plant par hypothese premiers entre eux, leur 
plus grand coinmun diviseur w sera 1'unite. Done la racine commune 
dont il s'agit sera la racine unique dc 1'equation 

a? = i, 
et Ton aura 

v, 

^=1, *,,= *,. 

On trouvera de memo %,= !j. Done les produits 

l'i, /*), 
nc pourront etre egaux entre eux que dans le cas oil Ton aura 

/= *),=*]. 
En consequence, on peat enoncer la proposition suivante. 

THEOREME I. Si le notnbre entier n est leproduil de deux facteurs s>, y 
premiers entre eux, on obtiendra les diverses racines primitives de 

I'equalion 

x n = i, 

el on les obtiendra chacune d'u/ie seule manie*re, en multipliant succes- 
sivement les diverses racines primitives de V equation 

x<?\ 
par chacune des racines primitives de I' equation 



Le theoreme que nous venons d'enoncer entraine evidemment ceux 
qui suivent. 



II. Le nombre entier n etant le produit de deux fac- 
teurs cp, ^, premiers entre eux, designons par 



p, p/ P//' 
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les diverses raciaes primitive 

puis nommons 

S> S/ /; 

les diverses ratines primitive 

#9 

on aura 

(5) ( pH - p/+ p, + ...) = 

THEOREMS III. # /zo/? 
teurs (p, ^ premiers entre ei 



te nombre des racines prin 

trois equations 

x n ~ 

on aura 
(6.) 

Comme ces trois theo 
seulement au nombre /i, no 
ou meme aux facteurs de c 
il est clair qu'on pourra er 

THEOR^ME IV. Si le 
facteurs 

premiers entre eux, on < 
I' equation 

(0 



NOTE VI. 
les diverses ratines primitives des equations a 

\ j i ' ' ' 

et formant tous les produits, qui ont chacun 
ratines primitives de I' equation 0^=1; 2 I't 
I equation x* f ~ = j ; 3 I'une des ratines primiti 

THEOR&ME V. Le nombre entier n eta 
facteurs 

premiers entre eux, designons par 

p, PJ, PJ,, 
les diverses ratines primitives de I' equation bi 

X Jl ~l, 

et soient respectivement 

les diverses ratines primitives des equations b 



/a somme des ratines primitives de la prernit 
des sommes separement formees avec les ra< 
des autres; en sorte quon aura 

(8) p-Hp / 4-p /f -f-... = ($H-| / H-^-H-)(^-+-^- 

^/, /?^r ^M^e, ^i I' on nomme $ la somme des r 
tion (i), Ion aura 



(9) S = ( 

VI. ie nombre entier n etc 
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premiers entre eux, design ons par 

IV d) Y W 

11, W, JV) TT , ... 

/e nombre des racines primitives successivement calcule pour cha 
equations 



(10) 

Soient maintenant 



, , , 



les facteurs premiers de n, dont I'un pourra se reduire a 2. Le t 
sera de la forme 

(n) n =v a v' 6 v" c . . ., 

a, &, c, ... designant des exposants entiers, et, si I' on veut decot 
en facteurs premiers entre eux, on pourra prendre pour ces fat 
quantizes 



dont chacune est une puissance entiere dun nombre premier. 

Cela pose, les theor&mes- que nous venons d'etablir fourr 
moyen d'obtenir facilement, dans tous les cas, la somtne 

$ 
des racines primitives de Tequation (i) et le nombre 

N 

de ces racines primitives. C'est ce que nous allons faire voir. 
Si d'abord on suppose le nombre n egal a 2, Tequation (i) 
a la forme 
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offrira une seule racine primitive 

p= i; 
et par suite on aura 

S= i, N = J. 

Si n est un nombre premier impair, les racines primitives de 
1'equation 

X n = I 

seront les puissances entieres de p correspondant a des exposants 
positifs, mais inferieurs a n, savoir 

p, p 2 , p 3 , ..., p' 1 - 1 . 
On aura done 



on, ce qui revient au meme, 

et de plus 

N = /-i. 

Si n est une puissance de 2, les racines primitives de 1'equation 

seront les puissances entieres de p correspondant a des exposants 
impairs et inferieurs a n, savoir 

P, p 3 , p 5 , ... p' 1 - 1 - 
On aura done 

p-*-p 4-.-. P p2 _ t 

ou, ce qui revient au meme, 

$ = O, 

et de plus 

N=2. 

2 

On peut encore observer que dans ce cas on a 

pl = _.,,. pr iA =-p*; 
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d'oii il resulte que les diverses racines primitives seront, de 
egales an signe pres, mais affectees de signes contraires. L( 
sera done nulle, comme on 1'a trouve. 

Supposons a present que n soit une puissance d'un nomb 
impair v; en sorte qu'on ait 

n z= v a . 

Alors, pour obtenir les racines primitives de 1'equation 

X zz: J, 

il faudra, entre totites les racines representees par les ter 
suite 

choisir celles dans lesquelles 1'exposant de p est premier \ 
divisible par v, en laissant de cote celles oil 1'exposant e* 
de v, savoir 

P> P V > P 2V > - 9 P*~ V > 

ou, ce qui revient au meme, en laissant de cote les racine 
mitives 



Or, ces dernieres, dont le nombre est -? n'etant autre chc 
diverses racines de 1'equation 



leur somme to tale sera nulle, aussi bien que la somme des 
1'equation (i). Done la difference de ces deux sornmes, ou I 
des racines primitives, s'evanouira elle-meme; et Ton j 

part 

^^o, 

d'autre part 



NOTK VI. 
on, <( qui ri'vimt au IIMMHC, 



En resume, si n est, ou mi uombre premier v, pair ou impair, ou 
tine puissance v* 1 d'un tel uomhre, on trouvera foujours 



(m) N 

ot Pon aura tl* 1 plus 

(i;) 

ou 



suivant qu*il s v agira <li* la |>romii % *ri piiUHaiuto cm 

suporiiMiri* ii In priMitit*n*; 1*1* ijtii* l*ou pourra clemontrer dans tons h*$ 

t*as it raili* clrs raiHoittieirMMkls <lonl nous avous fait usage, lorscjuc n 

i{iiit tun* ptttHHitftrf* d*tiit tiotnhri* prt*iiiiir impair. 

Passotis iiiiiiiiffiiiiiit ati ran oil, /i i*taiil mi uoitihrc 1 quolcoqquc, sa 
valour <*st ilonniV par hi forttiuli* < 1 1). Alors It* ttombro N <l<*s raciuon 
priftiitivf k s di 1 IVqtiatitH 1 1 1 H la Hiitititii* x ill* ITS rarities H<* (huiuiront 
i'ttiriit den torttutleH (101 it (i) f ou den fortuules (<)), 
.-i). Ku i*fli*t f junir fliu*ompoH<*r /*, datts t 1 * 1 cas f en laetcMtrH 



premiers intr* etix, it sufllra 



Oiii post*, mi mini, dans In formula (to) 9 
A ^/. . f \. v ..*/. . * \. tr 
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et par suite cette formule donnera 



N = vy" 

ou, ce qui revient au meme, 

(16) N^ 



De plus, en vertu de la formule (9), la valeur de s, corresponds 
Inequation (i), sera le produit des valeurs de s, correspondant 
equations 

x^=i y x v>b =i, ^ v " c i=i, ..., 

et dont chacune se reduira simplement a i ou a o, suivant qi 
nombre a ou b ou c, ... sera egal ou superieur a 1'unite. Par si 
si n est un nombre compose, pair ou impair, qui renferme deu] 
plusieurs facteurs egaux entre eux, on aura toujours 



Mais, si n est un nombre premier, ou un nombre compose donl 
facteurs premiers v, v', v", ... soient inegaux, en sorte qu'on ait 

(18) /i = vv'v'..., 

alors on trouvera 

(19) S=i, 

savoir 

(20) S=-r, 

quand les facteurs premiers v, v x , v", . . . seront en nombre impaii 

(21) S = i, 

quand ces facteurs premiers seront en nombre pair. 

Ainsi, en particulier, la somme des racines' Drimitives sera 
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pour chacune des equations 

# 2 =ii, a?=i,. a??= i, ^=i r x" = i, x==i, 

zero pour chacune des equations 

3^=1, ^ 8 =ri, ^ 9 =:i, a?=i, a?" = i, a?"=i, 

et -h i pour chacune des equations 

x* = \. 9 a? 10 =i, a? u =i, - a? = i, 0:"=!, a?=i, ____ 

Soit maintenant 



une fonction entiere d'une racine primitive p de 1'equation (i). On 
pourra toujours, dans cette fonction, reduire 1'exposant de chaque 
puissance de p, a un nombre entier plus'petit que n< et poser en con- 
sequence 

(22) f( p )z = a -f-a 1 p4-a 2 p 2 -4-...-4-a n _ 1 p~ 1 , 

a , a a 2 , ..., a rt _, designant des coefficients- independants de p. 
Supposons d'ailleurs que, dans la fonction f(p), les differents termes 
se transforment les uns dans les autres, quand on y remplace la racine 
primitive p par une autre racine primitive p m . Alors f(p) sera ce qu'on 
peut nommer une fonction symelrique des racines primitives de liqua- 
tion (i), ou, ce qui revient au meme, une fonction symetrique des 

puissances 

P\ P*, P', ..-, 

A, k, /, . . . etant les entiers inferieurs a n et premiers a n. Or, en ecri- 
vant successivement a la place de p chacune des racines primitives 



on reconnaitra que, dans f(p), ceux des termes de chacune*des suites 

P 7 S p*, P', .-., 
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qui sont distincts les uns des autres, doivent avoir les meme 
cients. Mais ces memes termes se reduisent toujours, ou aux < 
racines primitives de l'equatiorT(i), ou du moins aux diverses 
primitives d'une equation cle la forme 

(28) 3r w =l, 

o) etant un diviseur du nombre n, qui peut devenir egal a c< 
nombre. Par consequent, dans une fonction symelrique des rac 
mitives de I' equation (r), les racines primitives de I' equation (28) 
toujours offrir les m&mes coefficients; et une telle fonction se 
toujours a une fonction lineaire des diverses valeurs que peut % 
la somme des racines primitives de 1'equation (28), quand 01 
successivement pour oa chacun des diviseurs du nombre n, y < 
ce nombre lui-meme. Si, par exemple, n est un nombre p 

alors, les entiers 

A, k, /, 

inferieurs a n, et premiers a 7^, se reduisant aux divers term< 
progression arithmetique 

i, 2, 3, ..., n r, 

et les racines primitives 

9 h , p*, P 7 , ... 

de 1'equation (i) aux divers termes de la progression geometri 

p, p 2 , p 3 , ..., P -i, 

on aura 

ai=:a 2 ~. . .zna,^! 
et 



Done alors une fonction symetrique des racines primitives de 
tion (i) sera en m&me temps une fonction lineaire de la somm 
racines. 
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Comme nous 1'avons deja remarque, si Ton designe par p une racine 
primitive de 1'equation (i), et par 

A, k, /, ... 

les entiers inferieurs a n, mais premiers a n, les diverses racines pri- 
mitives de la meme equation pourront etre representees, non seule- 
ment par les termes de la suite 



mais encore par les termes de la suite 



pourvu que m soil lui-meme premier a n. II est essentiel d'observer 
que, pour passer de la premiere suite a la seconde, il suffit de multi- 
plier par m les divers exposants 



qui se transforment alors en ceux-ci 

mh, mk, ml, .... 

Si Ton multiplie de nouveau ces derniers par m, une ou plusieurs 
fois, on obtiendra encore d'autres suites qui seront propres elles- 
memes a representer les diverses racines primitives, savoir : 



Ooncevons, maintenant, qu'avec les termes correspondants, par 
exemple, avec les premiers termes de ces differentes suites on forme 
une suite nouvelle 



Cette nouvelle suite, dans laquelle les exposants de p formentune 
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progression geometrique 

h, mh, 



offrira autant de racines primitives distinctes qu'il y aura d'unii 
1'exposant i de la plus petite puissance de m propre a verifier 
valence 

(25) /ra l == i (mod. n). 

En effet, la valeur de i etant choisie comme on vient de le di 
progression geometrique etant reduite aux seuls termes 

h, mh, m?h, ..., m l " l h y 

la difference entre deux termes de cette progression ne ser; 
divisible par n; et, en consequence, les deux puissances d( 
auront ces deux termes pour exposants, ne seront jamais egal 
elles. Done, alors les divers termes de la suite 

(26) p A , p zA , p^ 8 ^, ,.., p ml ~ l/t 

seront tous distincts les uns des autres. 

Si n est un nombre premier impair v, on une puissance 
nombre, tous les entiers premiers a n verifieront Tequivalenci 

(27) x"=i, 

la valeur de N etant donnee par la formule (12), ou 



Alors, si Ton prend pour m une racine primitive s de la formi 

on trouvera 

' - - N 'i = N, 

et la suite (26) deviendra 

(28) p* 9 p**, p*** 9 p**-'*. 
Cette suite se reduira meme a 

(29) P, P-% p'V -., p'"' 1 , 
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si Pon post*, romino on pent lo fain 1 , /* - - i. D'aillours, N etant preoi 
soment le nnmbro dos entiors 



infortoursit /it 1 ! promiorsa/*, ilon resiildnjiH* ckacunc dea suites (28) 
(251) rompriMuIra toittf^s los racinos primitiveH do IVsquation (i). 

Si /i si* miuit a tin noitibrn pniiiii % r alorn, la valour cla N etant 



les suilos C/iH), (?j>) d*vi % ndrnt 



et ns dotix HtatfH* dans losqtn*ll*s lis oxposants do p croissont 01 
progression ^i*ii!tii*t! f iijins ollriront rhaounov It Pordro prf fc s, les mOmo. 

tonnes quo la suito 

p. p\ p*t . .f p 1 *' 1 * 

dans ia({tM % Ilo los oxponants do p orotnsont on progronnion arith 
motiqito. 



NOTE VII. 



Ht'ft l,ti* HtmnitH * HAfttMK* rittlftTfVKll 

Kr IM 



Sotont tiitijiitifH p into ntdtit* pritnitivo do liquation binome 

(I) ^ .---.; I f 

Ot 



vtrt a I Vk'k 
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plement a Tunite. Les diverses racines primitives de Pequation 
pourront etre representees, soit par les termes de la suite 

P'S P*, p', -.., 
soit par les termes de la suite 



m etant un nombre quelconque premier a n. Or, on pourra gen< 
lement, com me on le verra.ci-apres, partager les entiers 

h, k, /, ... 
en deux groupes 

h f h 1 , h", ... ei k, k', k", ..., 
et par suite les racines primitives 

P"> P*> P 7 - 
en deux groupes correspondants 

p*, P A ', p'*% ... et P * f p*', p*", ..., 

de telle sorte qu'apres la substitution de p m a p, les deux -derni 
groupes se trouvent encore composes chacun des memes racines, 
transformes Tun dans 1'autre. Ainsi, par exemple, si Ton supp 
n = 5, les quatre racines primitives de i'equation (i), ou 

^=T, 

formeront les deux groupes 

p, p 4 et p 2 , p', 
qui deviendront respectivement, apr^s la substitution de p 2 a p, 

P 2 , p 3 et p 4 , p 
apr&s la substitution de p 3 a p, 



NOTE VII. 241 

enfin, apres la substitution de p 4 a p, 

PS p ct P 3 , p 2 . 

Or, il est clair quo, dans le premier et clans le dernier cas, les deux 
groupes resteront composes chacun des memes racines, tandis que 
dans les deux cas precedents les racines dn premier groupe se trans- 
formeront en celles qui composaient le second, et reciproquement. 

Les racines primitives de 1'equation (i) etant partagees en deux 
groupes, comme on vientde le dire, de telle sorte, qu'apres la substi- 
tution de p m a p, les deux groupes restent, pour certaines valeurs 
de m, composes chacun des rnemes racines, et se trouvent, pour 
d'autres valeurs de m, echanges entre eux; il est clair que le nombre 

des racines 

p'S p 7 *', P"", ... 

clu premier groupe devra etre egal au nombre des racines 

P'S P*', P*", ... 

du second groupe. Done, si Ton represente par N, comme nous Favons 
fait dans la note precedente, le nombre total des racines primitives ou 

des cntiers 

A, k, /, ... 

inferieurs a n, mais premiers a n, on verra le nombre des en tiers 

A, A', h\ ..., 

on de racines comprises dans le premier groupe, et le nombre des 
cntiers 

k k 1 k" 

K, A , A , . . . , 

ou des racines comprises dans le second groupe, se reduire sepa- 

N 
rement a -; ce qui suppose N pair. 

Cela pose, concevons que Ton ajoute les unes aux autres les di verses 
racines primitives de 1'equation (i), prises avec le signe -+- on avec le 
. suivant au'elles font Dartie de Tun ou de 1'autre groupe. On 
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obtiendra ainsi une somme algebrique clans laquelle on poun 
succeder a chaque terine precede du signe -+- un tonne corresp 
precede du signe . Cette somme algebrique pouvant etre con 
en consequence comme composee de termes alternativement 
et negatifs,.nous la designerons sous le nom de somme alternee 
si Ton pose 

(2) ' C& = p A -Hp'*'-h-p /4 *4-... p* p*' p*' . .., 

(0 sera une somme alternee cles racines primitives de 1'equati 
Lorsque, dans une semblablo somme, on remplacera la racine 
tive p par une autre racine primitive p m , les differcnts termes sc 
formeront, an signe pres, les uns dans les autres, et deux term 
se deduiront ainsi Fun de 1'autre, se trouveront toujours affe< 
memo, signe pour certaines valeurs de w, mais affectescle sign< 
traires pour d'autres valeurs de m; par consequent, la substitittio 
a p laisscra invariable la valeur de la somme, on la fera seu 
changer de signe. Supposons, pour fixer les idees, que de 

groupes % 

/*, A', h\ ... et A-, k 1 , k, ..., 

le premier renferme Texposant i. Alors la substitution de 
n'alterera point la valeur de la somme alternee cD, si Ton a pris 

un des nombres 

A, k' y li, ..., 

et la fera seulement changer de signe, si Ton a pris pour m 
nombres 

/. u t.tf 

A, /x , A , .... 

Si, par exemple, on suppose n = 5, la somme alternee 



changera de signe, quand on y remplacera p par p 2 on par p 3 , rn 
ne sera nullement alteree quand on y remplacera p par p 1 . 

T I /"v L-I ( i i-v-k i"\ f\ v> f n fk ( SA /\ r\ O f\tttrr\ tt rrit f\ rl e\ i"\ ,1 I f\ j-ir\ 11 /-v ** 1 < t i~< it l'\ i ' < I f II f I /M 
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a p laisse invariable la somme alternee , les termes 

p' et p m *, 
par consequent les termes 

1 p fnl et p" iV , . .., 

doivent se trouver affectes dumeme signe dans cette somme, /pouvant 
designer ici Tun quelconque des nombres 

h, h', A", ..., k, k', k\ ..., 

c'est-a-dirc Tun quelconque des nombres premiers a n. Done, dans le 
cas dont il s'agit, le meme signe doit aftecter tons les termes de la 
suite 



' l ~" 



(3) p', p"", p"'", ..., p 

i etant Texposant de la plus petite puissance de m propre a verifier 
Tequivalence 

(4) . tn l == i ( mod. n). 

Mais, si la substitution de p m a p fait varier le signe de la somme 
alternee co, alors les termes 

p 7 et p m/ 

devront y etre affectes de signes contraires, et Ton pourra en dire 
autant des termes 

pm/ et p/nV^ 

ou 

p wV et p m3/ , ____ 

Done alors chacun des termes de la suite (3) sera, dans la somme 
alternee CD, precede du meme signe que p' ou d'un signe contraire, 
suivant que Texposant de p contiendra comme facteur une puissance 
paire ou une puissance impaire de m. Dans tons les cas, 

I ei m 
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etant deux nombres premiers a n, 

p/v 

sera precede du meme signe que p'. Done, si Ton a pris Tunite 

Tun des nombres 

A, A', A", ..., 

p w * sera precede du signe -h, ainsi que p; et, par consequent, le gri 

A, A', A", ... 

renfermera tons ceux des nombres 

A, *, /, ... 
qui sont equivalents a des carres 

suivant le module n, c'est-a-dire tous les residus quadratiques rel 
a ce module. 

Supposons maintenant que n soil un noinbre premier impair 
une puissance d'un tel nombre. Alors les entiers 

A, /-, /, ..., 
inferieurs a n et premiers a n, verifieront I'equivalence 

(5) ,T N = i (mod. /0 

N 
les uns, dont le nombre sera -> etant residus quadratiques suiva 

module n, etracines de I'equivalence 

N 

(6) x* = i (mod.//), 

N 
les autres, dont le noinbre sera encore? etant noa-residus quf 

2 ^ 

tiques, et racines de requivalence 

N 

(7) a? 2 = i . (mod. /?.). 
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D'ailleurs, si, dans la somme alternee CD, le terme p est precede du 
signc -K on pourra en tlire autant dc toutes les puissances de p, qui 
offriront pour exposants des residus quadratiques; et, comme le 1 

nombrc de ces puissances sera precisement > les autres puissances, 

qui auront pour exposants des non-residus quadratiques, devront 
toutes etre affectees du signe . Done alors . 

/*, /i', h; ... 
devra representer la suite des residus quadratiques, et 



la suite des non-residus. D'ailleurs, si Ton prend pour m une racine 
primitive s de Inequivalence (5), les diverses racines primitives de 
I'equation (i) pourront etre representees par les clivers termes de la 

suite 

. p, p-% p>< 2 , p"-', 

et, parmi les exposants de p dans cette suite, ceux qui rcpresenteront 
des residus quadratiques, relatifs au module n, seront les exposants 
carres 

r Q 2 o'* N 2 

1, Ay & f 1 * 

Done, si le tcrme p se trouve precede du signe H- dans la somme 
alternee CD, la valeur de cette somme, dans Thypothese admise, ne 
pourra etre que la suivante : 

(8) (0 = p p*-h p 52 p* 8 -4- . . . p* 11 - 1 . 

II est au reste facile de s'assurer que, dans le cas ou^ se reduit a un 
nombre premier impair ou a unc puissance d'un tel nombre, le second 
membre de la formule (8) represente effectivement une somme 
alternee des racines primitives 



de Tequation (i). Gar, si, dans ce second membre, on remplace p 
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par p*, chaque terme se trouvera remplace par le suivant, p 
contraire, le dernier terme etant remplace par p. Or, cle 
-observation, il resulte que le second membre de Inequation 
compose des memes termes, tons ces termes etant pris ave< 
contraires a ceux dont ils etaient d'abord affectes, ou ton 
avec ces memes signes, si Ton y remplace la racine prir 
Tune des racines primitives 

P.'. P", -., P*- 1 , 

ce qui revient a remplacer une ou plusieurs fois de suite p 
Dan&le cas particulier ou n se reduit a un nombre pren 

N =: n i , 

et la formule (8) donne simplement 

(9) (D = p p*4- p^ 2 - p^ 3 -f-. . . p'*-% 

s etant une racine primitive de 1'eqnivalence 

(10) .a?"- 1 i (mod. n). 

Alors, aussi, en vertu de la formule (14) de la Note I, o 



n~- 1 



par consequent 

(ja) (B 2 =( i) n. 

Done, n etant un nombre premier impair, on aura 



si ce nombre premier n est de la forme L\x -+- 1, et Ton I 
contraire, 



n, 



si n est de la forme [\x ~h 3. 
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Si Ton suppose, par exemple, n 3, on trouvera 

CD =: p - p 2 , 

p, p 2 rcpresentant les deux racines primitives de Inequation 

X* I 7= O, 

on, ce qui revient au meme, les deux racines de 1'equation 

x- 4- JO -h i = o. 

Or, ces deux racines etant 



, 

2 2 ' 2 2 



il est clair qu'en supposant n = 3, on trouvera 

CD S^v/^TT QU CD=I S^v/ 11 ^, 



suivant que Ton prendra pour p la premiere on la seconde racine. 

Lorsque, n etant une puissance entiere d'un nombre premier im- 
pair v, on aura 

= y, 

et a > i, alors, d'apres ce qui a ete dit ci-dessus, deux monomes de la 
forme 

P'> P 1 ' 

seront, dans la somme alternee cD, aflfectes du meme signe, si les 
nombres /, /', premiers a n, verifient la condition 

I'z-m^t (mod./i), 

m 2 etant un carre premier a n, ou, ce qui revient au meme, si le rapport 

/' 

7' 

etant ecruivalent saivant le module n a un carre, verifie par suite la 
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formule 

N 

# 2 ==i (mod. 2). 

Or, c'est evidemment ce qui arrivera, si Ton a 

(i5) l'=l (mod.v). 

Car, en elevant plusieurs fois de suite a la puissance v le 
membres de la formule (i5), on en tirera succcssivement 

/' V E=/ V (mod. v 2 ), 

/^ 2 =^ 2 (mod.v*),. 



//v-i s /v-i (mod.v), 
par consequent, 



puis, en elevant les deux mernbres de cette dcrniere formule a 
sance entiere ^-^ et ayant egarcl aux equations 

, a-ilzJ. N 

' 2 2 ' 

on trouvera definitivement 

(mod. /i). 



Done, lorsque n represente le carre, le cube, ou une puissan 
elevee d'un nombre premier impair v, le meme signe doit a 
dans la somme alternee CD, toutes les puissances de p dont les ex 
sont equivalents, suivant le module v, a un memo nombre /; p 
sequent, le meme signe doit affecter, dans la sornme alternee 
les termes de la suite 



Or, la somme de ces derniers termes, savoir, 



p'+v + p/+v + . . . + p/-H-v = 
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etant nulle avec la difference i p", il est clair que, dans le cas dont 
il s'agit, la somme alternee iO se composera de diverses parties separe- 
ment egales a zero. Done, la somme to s'evanouira elle-rneme; et, 
lorsque n sera le carre, le cube ou tine puissance plus elevee d'un 
nombre premier impair, on aura toujours 

(16) C0 = o. 

Si n se reduisait au nombre 2, I'equation binome 

x'- = i 

n'offrirait qu'une seule racine primitive 

P= i, 

avec laquelle on ne pourrait composer une somme alternee. C'est au 
reste le seul cas ou la formation d'une somme alternee des racines 
primitives devienne impossible, et ou le nombre N cesse d'etre pair, 
en se reduisant a Tunite. 

II n'en sera plus de me me si Ton prend pour n une puissance de 2. 
Concevons qu'alors on reduise toujours Tun des nombres 

/i, h', h", ... 
a 1'unite. Si, pour fixer les idees, on suppose n = 4 o^ trouvera 

A = i, A: = 3, 
et 



sera une somme alternee des racines primitives de 1'equation 

x = i. 
Cette merne somme, egale a 

2p = 2 y/ f, 

verifiera d'ailleurs la formule 

(\B) (&* = 4. 
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Si Ton suppose n = 8, on pourra prendre 

A = i, A'~3, A: = 5, '=7, 
ou bien 

/i r"ir I , ft D j /C . : o j /C I 7 > 

ou bien 

et obtenir ainsi trois sommes alternees des racines primitives 
Tequation 

De ces trois sommes la premiere, savoir 

(19) (B = p-t-p 8 p 5 p 7 

verifiera la formule 

(20) <D = 8; 

la seconde, savoir 

(21) ' (D in p H- p 5 p 3 p 7 , 

se reduira simplement a 

(22) CE) = o; 

et la troisieme, savoir 

(23) (jD = p-hp 7 -p 3 -p 5 

verifiera la formule 



Enfiu, si n est une puissance de 2, superieure a la troisieme, al 
en posant 

(3) r=--" 



2 



et choisissant le nombre entier ?de maniere a verifier la formule 



ou -:^d (mod. /i), 
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% 

on trouvera 

V n n ^ t j 

T^ + S? 3514 -!* ( mod -")> 

ou, ce qui revient an meme, 



"" (mod. /i), 

attendu que, ft etant divisible par 16, 



sera divisible par rc. Done alors la valeur de /', determinee par 1'equa- 
tion (26), sera equivalente, suivant le module n, a un produit de la 

forme 

/ n \ 2 

li-4-j-djl ou m 2 /, 

m etant premier a /z, c'est-a-dire, impair; et les termes 



seront generalement affectes de signes contraires dans une somme 
alternee co des racines primitives de 1'equation (i). D'autre part, 
puisque, pour des valeurs paires de /z, Tequation (i) se decompose en 
deux autres, savoir 

n 

(26) x* =1, 

n 

(27) a?*= I, 

etqu'une racine primitive p de Tequation (i) ne peut verifier Tequa- 
tion (26), on aura necessairement 

n 

p"*= i et p l '-= p', 
ou, ce qui revient au meme, 



Done, si n est une puissance de 2 superieure a la troisieme, une 
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somme alternee CD cles racines primitives de 1'equation (i) s 
posee de telle maniere, qae les termes aSectes du meme 
detruiront deux a deux, en fournissant cles sommes partielle: 
zero. Done alors, la somme cB sera nulle elle-meme, et Ton a 



En resume, si n est un nombre premier ou une puissance 
nombre, la somme alternee cB sera nulle, a moins que n ne s 
a 4 ou li 8, ou a un nombre premier impair. 

D'ailleurs, lorsque (Q ne sera pas mil, on aura toujours 

(D 2 r=/?, 

savoir 

(28) (D 2 = /i, 

si n est de la forme !\x + i ; 



si ^ est egal a 4 ou de la forme (\x -h 3 ; enfin, si n est egal a 

(30) (& s =w ou CD^zn /^ 

suivant qu'on placera clans le meme groupe les deux nombr 
ou r et 7. 

Concevons maintenant que, n etant un nombre entier quc 
on pose 

(31) n =-v"v 7 'v* c .. ., 

v, v', v", ... etant les fac tears premiers de n, dont Tun j 
reduire a 2. Alors, comme on Fa vu dans la Note precede 

racine primitive 

9 

cle 1'equation (i) sera le procluit de racines primitives 

^ V], ?, .-., 

prbpres a verifier respectivement les diverses equations 
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Alors aussi on obtiendra les diverses valeurs de p et on les obtiendra 
chacunc d'une seulc maniere, si dans le second membre de la formule 

(33) p = ^... 

on substitue successivement les divers systemes de valeurs de 

I TQ, C, ... 

coinbinees entre elles de toutes les manieres possibles. D'ailleurs, 
etant une des racines primitives de Tequation 



chacunc des autres racines primitives de la meme equation sera de la 
forme 

. 5', 

/etant un nombrc entier premier a v. Pareillement, YJ etant uneracine 

primitive de 1'equation 

^* = i, 

chacune des autres racines primitives de la meme equation sera de la 
forme 

*''* 

/' etant un nombre entier, premier a v', etc. Done, si Ton designe, 

comme ci-dessus, par 

. TO, C, . - - 

certaines racines primitives, propres a verifier respectivement les 
equations 

' 



les diverses racines primitives de I'equation (i) se trouveront repre- 
sentees par des produits de la forme 



/etant premier i) v, K a v', /" a v", Cela pose, considerons une 
somme alternee (0 des racines primitives de 1'equation (i). Comme les 
differents termes de la somme at) se reduiront a de seinblables produits, 
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pris, les uns avec le signe -H, les autres avec le signe , c 
sera evidemment une fonction entiere de chacune des rac 
tives 

, V), C, .... 

On arriverait, an reste, a la meme conclusion, en partan 
mule (33). En effet, la valeur cle p, que determine cette for 
une racine primitive de I'equation (i), la somme alternee OB 
sairement une fonction entiere cle p, et par suite une fonc 
de , de TJ, de , Or, concevons que, dans cette fonctio 
a la place de'!;, une autre racine primitive de la premier 
tions (32). La somme alternee CD devra rester composee 
termes, tous etant pris avec les signes qui les affectaient 
tous etant pris avec des signes contraires. Done, chaque 
tielle de termes qui ne differeront les uns des autres que p 
de , et par suite la somme c elle-meme, seront proportio 
somme de toutes les valeurs de , ou a une somme alte: 
valeurs. On prouvera pareillement que D est proportionnel 
des valeurs de YJ, ou a une somme alternee de ces valeurs, 
des valeurs de , ou a une somme alternee de ces valeurs, 
somme alternee CD renfermera, comme facteur, ou la sor: 
somme alternee des racines primitives de chacune des equt 
et sera proportionneile au produit de divers facteurs de c 
correspondant a ces diverses equations. D'ailleurs, si Foi 
le produit dont il est ici question, le developpement offrh 
pres, chacun des termes que renferme la somme alternei 
termes devront encore etre affectes du meme signe ou de 
traires dans le produit, suivant qu'ils seront affectes du 
ou de signes contraires dans la somrne cD. Done la somrn 
sera egale au produit obtenu, comme on vient de le dire, 
duit pris en signe coatraire. 

Reciproquement, si Ton forme un produit dont les div( 
correspondant aux diverses equations (32), representen 
somme des racines primitives de Tune de ces equations, ou 
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alternee de ces racines, il est clair que ce produit developpe sera com- 
pose de termes egaux, au signe pres, aux diverses racines primitives 
cle Pequation (i), etpourra etreconsidere comme une fonction entiere, 
non seulement cPune racine primitive p cle Pequation (i), mais encore 
de certaines racines primitives 



propres a verifier respectivement les equations (3a). D'ailleurs, dans 
ce prodait, on verra evidemment reparaitre les memes termes, tous 
pris avec des signes contraires a ceux dont ils etaient d'abord affectes, 
ou tons pris avec les memes signes, quand on y remplacera la racine 
par nne autre racine primitive de 1'equation 



ou la racine primitive Y] par une autre racine primitive de Pequation 



par consequent aussi quand on effectuera simultanement plusieurs 
remplacements de ce genre, ce qui revient a remplacer la racine pri- 
mitive 

P = W 

de 1'equation (i) par une autre racine primitive de la meme equation. 
Done le produit, forme comme nous Pavons clit, nepourra etre qu'une 
fonction alternee des racines primitives de 1'equation (i), dans le 
cas oil il ne -so reduirait pas a une fonction symetrique de ces racines. 
II est bon d'observer que la somme des racines primitives de 
Pequation 

a: VB =i, 

etant egale a i, a pour carre Punite, etque la somme alternee de ces 
racines primitives, quand elle ne s'evanouit pas, ofFre pour carre v a . 
Unepareille observation pouvant etre appliquee a chacune des equa- 
tions (82), le produit de plusieurs facteurs,^ dont chacun sera, ou la 
somme, ou une somme alternee des racines primitives de Pune de ces 
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equations, devra toujours, quand il ne s'evariouira pas, offr 
qui soil egal, abstraction faite du signe, au produit des non 



on cle plusieurs d'entre eux, par consequent a n, ou a un dn 
D'ailleurs, conime nous 1'avons prouve, le premier de ces 
duits pent representer une somme alternee quelconque CD ' 
primitives de Tequation (i). Done, si uhe sernblable somni 
nouit pas, elle offrira pour carre n, ou un diviseur de 
Observons encore qu'on aura toujours, ou 

(34) cD = o, 

ou 

(35) W = :n, 

si chacun des facteurs du produit qui represente (D est i 
alternee. Au contraire, si Tun de ces facteurs est la somme 
primitives de 1'une des equations (3a), cO 2 , en cessant d'eti 
generalement ? de la forme 

(36) . (D'iirco, 

co etant un diviseur de n. Alors aussi, a), consiclere comi 
des racines primitives des equations (3s), sera, pour une o 
sieurs des equations dont il s'agit, fonction symetrique de 
Pour qu'on trouve en particulier 



il sera necessaire que, dans le produit propre a representer 
facteur se reduise a une somme alternee differente de ze 
qui arrivera lorsque, dans le nombre compose n, les facteu 
impairs seront inegaux, le facteur pair, s'il existe, etant | 
4ou8. 

Soit maintenant 

f( P ) 
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une fonction entiere de la racine primitive p de 1'equation (i). On 
pourra, dans cette fonction, reduire Fexposant de chaque puissance 
de p a un nombre en tier plus petit que n, et poser en consequence 

(3?) f(p)z=a -l-a 1 p-+-a 2 p 2 H~...-4- a^p"- 1 , 

a , a,,a 2 , ..., a n _< designant des coefficients independants de p. Sup- 
posons d'ailleurs qne, dans le cas ou Ton remplace la racine primitive p 
de 1'equation (i) par une autre racine primitive p m de la meme equa- 
tion, les differents termes contenus dans f(p") se transforment, au signe 
pres, les uns dans les autres, et que deux termes, qui se deduisent 
ainsi Tun de Fautre, se trouvent toujours affectes du meme signe pour 

certaines valeurs 

A, A', h\ ... 

du nombre m, mais affectes de signes contraires pour d'autres valeurs 

K, k , A" , ... 

du meme nombre ; en sorte que, sous ce p'oint de vue, les entiers 

A, k, I,. ..., 

inferieurs a n et premiers a , se partagent en deux groupes 
A, A', A", ... el /c, k', k', .... 

Alors, clans f(p), les coefficients a s'evanouiront necessairement, 
et f(p) sera une fonction lineaire de chacune des sonimes algebriques 



(38) 



H- p 7i ' + p A// 



chacune d'elles etant censee ne renfermer que des termes distincts les 
uns des autres. Sous cette condition, les sommes algebriques dontil 
s'agit se reduiront toujours, ou, comme la premiere, a une somme 
alternee des racines primitives de ['equation (i), ou du moins a des 
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sommes alternees des racines primitives d'equations de la ft 
(3 9 ) ' ^ = i, 

les exposarits ou les valeurs de o> etant des diviseurs de n. 
dans la fonction f(p) ailss > bien que dans chaque somrne al 
terihes precedes du signe -f~ seront evidemment en meme n 
les tertnes precedes du signe ; et, si a un terme que ] 
signe -H on fait succecler tin terme correspondant que ] 
signe , on pourra obtenir, pour representer la fonction, 
de termes alternativement positifs et negatifs. Pour cette ra 
designerons sous le nom de fonction alternee la fonction f( 
comme il a ete dit ci-dessus. II cst clair qu'une sernblabi 
pourra seulement acquerir deux formes distinctes, et dei 
egales au signe pres, mais affectecs de signcs coiUraires, 
remplace une racine primitive p de Tequation (i) par une ai 
primitive p m de la meme equation. Ajoutons qu'en vertu de 
etablies par la formula (33) entre les racines primitives 
tion(i) et celles des equations (3s), toute ftmction alternee c 
primitives de 1'equation (i) sera en meme temps, ou um 
alternee, ou une fonction symetrtque des racines primitives d 
des equations (32). II sera maintenant facile de trouver U 
plus* simple a laquelle se reduise. pour une valeur donnee 
fonction alternee f(p) des racines primitives de 1'equation (i 
lorsque n representera un nombre premier ou une puissan< 
nombre. Entrons a ce sujet dans quelques details. 

Supposons d'abord que le nombre // se reduise a un no 
mier impair v, ou a une puissance de ce nombre premier 
qu'on ait 



Texposant a pouvant se reduire a 1'unite. Les divers div 
nombre n, y compris ce nombre lui-meme, ou les diversi 
que pourra prendre Texposant co dans la formule (39), sero 
tivement 
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et les sommes alternees ties racines primitives de 1'equation (38\ qui 
correspondront a ces diverses valeurs de CD, seront toutes nulles, a 
1'exception d'nne seule, quo nous designerons par A, et a laquelle la 
fonction f(p) deviendra proportionnelle; en sorte qu'on aura 
(4o) 



a etant independant de p. La somme A dont il s'agit sera d'ailleurs la 
sornme alternee des racines primitives de 1'equation 

^ v ~i,' 

qu'on obtient en posant, dans 1'equation (3g), co == v. 

Supposons en second lieu que le nombre n se reduise a une puis- 
sance 

2< f 

du nombre 2. Alors, pour qu'on puisse former avec les racines de 
1'equation (i) une fonction alternee, il sera necessaire que cette equa- 
tion off re plus d'une racine primitive et qu'on ait en consequence 

a > i . 

Cela pose, n pourra etre 1'un quelconque des termes de la progression 
geometrique 

4, 8, 16, ...; 

et, les valeurs de w, dans 1'equation (3<)), dfevant aussi se redulre a 
des termes de cette progression, la somme des racines primitives de 
1'equation (3c)) ne pourra cesser de s'evanouir que lorsqu'on prendra 

o) - (\ ou a) 8. 

Done alors une foncjtion alternee f\ p) des racines primitives de 1'equa- 
tion (i) renfermera tout au plus deux termes qui ne s'evanouiront 
pas, ces deux termes etant proportion nels", le premier a une fonction 
alternee des racines primitives de 1'equation 

(40 ^=J 9 

le second a une fonction alternee des racines primitives de 1'equation 

(42) . X^l. 
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Or, evidemment de ces deux termes le premier subsistera set 
a n = fi, et alors la fonction alternee f(p) sera encore de 
indiquee par 1'equation (4o), la valeur de A etant 

A ~ p p 3 in: 1 2 V/ I . 

Si n devient egal a 8, on aura trois cas a considerer, suivai 
second ferme deviendra proportionnel a Tune ou a 1'autre 
sommes alternees 

(43) 4p-Hp 3 -p 5 -p 7 , pH-p 5 p 3 ~-p 7 :n:0, p-HpT_-p3_ 

Or, quand on fait successivcment coincider avec chacune de 
sommes la premiere des expressions (38), savoir 



on trouve que les valeurs correspondantes de la seconde expr 



reduite a ne contenir que des puissances de p non equivalen 
elles, deviennent respectivement 

(44) O, p 2 p 6 =:zt 21/^7, O. 

Done, n etant egal a 8, le second des termes dont nous av< 
disparait lorsque le premier subsiste, et reciproquement; en s 
dans ce cas encore, la fonction f(p) est de la forme indii 
1'equation (4o), A designant une somme alternee des racin< 
tives ou de I'equation (4i) ou de Tequation (4^). 

Au reste, ces conclusions doivent etre etendues an cas me 
etant une puissance de 2, deviendrait superieur'a 8, puisqi 
fonction f(p), dans laquelle tous les termes disparaitraient, I 
tion des deux termes ci-dessus mentionnes, pourrait encore 
sideree comme une fonction alternee des racines primitives d 
tion (42). 

Revenons a des valeurs quelconques de /^, et posons de nou 
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v, v', v", . . . designant les facteurs premiers de n, dont Tun pourra se 
reduire a 2. Comme nous Tavons deja dit, une fonction alternee f(p) 
des racines primitives de 1'equation (i) sera en meme temps ou une 
fonction symetrique, ou une fonction alternee des racines primitives 
de chacune des equations (32). Occupons-nous d'ailleurs specialement 
du cas oil f(p), considere comme fonction des racines primitives de 
Tune quelconque des equations (32), est toujours une fonction 
alternee, jamais une fonction symetrique de ces racines; ce qui sup- 
pose n impair ou divisible plusiSurs fois par le facteur 2. Dans ce cas 
special, d'apres ce qu'on a vu tout a 1'heure, ou la fonction f(p) 
s'evanouira, ou elle deviendra sirnultanement proportionnelle a divers 

facteurs 

A, A', A', ...,' 

qui representeront des sommes alternees, respectivement forrnees 
avec les racines primitives des equations 

(45) a* = i, x v =.\, x^=i, 

si les facteurs premiers 

v, v', v", 

sont tous des nombres impairs. Done alors f (p) sera proportionnel au 

produit 

A A' A ;/ ..., 

qui representera une somme alternee des racines primitives de liqua- 
tion 

(46) ^vvv... ?==I 

ou 

(4 7 ) *"=i> 
la valeur de co etant 

(48) i o) = vv / v y ..., 
et Ton aura en consequence 

(49) * f(p) = aAA'A // ..., 
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a designant dans f(p) le coefficient d'nne racine primitive de 1'equ; 
tion (46). Si, parmi les facteurs 



le, premier v se reduisait a 2, on devrait remplacer la premiere d 
equations (45) par 1'equation (4i) on (42); et par suite on devrai 
dans la formule (4f)) prendre pour A une somrne alternee des racin 
primitives de Tune des equation's 



(5o) 

Alors le produit 



AA'A"... 



serait une somme alternee des raeincs primitives de Tequation (4^ 
la valour de co etant donnee non plus par la formule (48), mais p 
Tune (les deux suivantes : 

D'aillcurs, en supposant // impair avec chacun des facteurs 

v, V, v", ..., 
on trouvera 

f^f)\ A 2 - / ~i^ * TJ A' 2 ( I s ) 2 V A A' /2 -=: ( 

V 1 '**/ t* -^ i; ", ^ Vv i j , u ^ 

et, par suite, 

V - 1 VI V" 1 

ou, ce qui revientau memo, 



la valeur tie to etant donnee par la forrnule (/|8). Si an contraire 
suppose v = 2, n etant divisible par !\ on par 8, la premiere des 1 
mules (f)2) se trouvera remplacee par rune des equations 

(55) A 2 r.-:-4, A*-==ib8, 

et la formule (53) par Tune des equations 

A 2 A /2 A //2 . . . = Av'v^. . ., A 2 A" 2 A //2 . . . = 8v'v' . . . : 
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par consequent on aura encore 

(07) , A s A' a A'*...:=:i:a>, 

la valeur de co etant donnee, non plus par la formule (48), mais par 
Tune des formulas (5i). Dans Tune et Fautre hypotheses, on tirera de 
la formule (49) 

(58) [f(p)P = =bcoa 2 . 

L'equation (58) se reduira simplement a 
(09) ' [f( P )] 1 = d=/iaS 

si Ton a 

(Go) co n. 

Or, pour que le nombre GO, determine par la formule (48), ou par Tune 
des formulas (5 1 ), devienne precisement egal a n, il est necessaire que 
les facteurs premiers et impairs de n soient inegaux, le facteur pair, 
s'il existe, etant 4 ou 8. 

L'equation (69) se recluira en particulier a 

(61) [f(p)] 2 ='*a 2 < 

si, les facteurs premiers et impairs du nombre n etant inegaux, ce 
nombre est de Time des formes 



ou bien encore de Tune des formes 

r), 8(4o?-t-3), 



pourvu toutefpis que, dans ce dernier cas, on place dans le meme 
groupe ceux des entiers 

^ A, k, /, ... 

inferteurs a n, mais premiers a n, qui, divises par 8, donnent pour 
restes i et 7, quand ~ est de la forme 4a?-+-i, et ceux qui, divises 
par 8, donnent pour restes i et 3, quand ^ est de la forme 4# -+- 3. 
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Enfin 1'equation (5g) se trouvera reduite a 

(62) [r(p)] f =-*a*, 

si, les facteurs premiers et impairs du nombre n etant 
nombre est de Pune des formes 



on bien encore de Tune des formes 

8(4*4-0, 

pourvu toutefois que, dans ce dernier cas, on place da 
groupe ceux des entiers 

h, k, /, ... 

inferieurs a n, mais premiers a n, qui, divises par 8, d 
restes i et 3, quand g- estdela forme 4 #4- i, et ceux quid 

restes i et 7, quand ~ est de la forme f\x -+- 3. 

Nous observerons en finissant que, dans le cas ou Ton 
oil la formule (58) se red nit a la formule (5g), le produit 

AA'A"..., 

renferme dans le second membre de la formule (49)> se 
somme alternee cO des racines primitives de Tequation (i 
la formule (49) pourra s'ecrire cornme il suit : 

(63) f(p) = a<B. 

Or, en elevant au carre chaque metnbre de cette dernier 
ayant egard a Tequation (35), on retrouvera, comme 
attendre, Tequation 
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NOTE VIII. 

PROPRIETES I)ES NOMBRES QUI, DANS UNE SOMME ALTERNEE DES RACINES PRIMITIVES 
D'lJNE EQUATION BINOME, SERVENT D'EXPOSANTS AUX DIVERSES PUISSANCES DE l/UNE 
DE CES RACINES. 

Soient, comme dans la Note precedente : 

n un nombre entier quelconque; 

A, k, /, ... les entiers inferieurs a n, et premiers a n\ 

N le nombre des entiers A, k, /,...; 

p une racine primitive de 1'equation 

(1) a? = i, 

et 

(2) (> = p fl -h p*'-h p 7i * H- . . . p A '~ p^' p A " . . . 

une somme alternee des racines primitives de cette equation, les 

entiers 

h, /r, /, ... 

etant partages en deux groupes 

'/i, A', A", ... et A, ', ", ..., 

de telle rnaniere qu'un changement opere dans la valeur de la racine 
primitive p puisse produire un changement de signe dans la somme (D, 
sans avoir jamais d'au tre effet sur cette meme sornme. Enfin, supposons, 
pour plus de commodite, que le nombre i fasse partie du groupe 

A, A', A", .... 
Si le nombre n est premier, il sera en meme temps impair, et Ton aura 



Alors aussi, d'apres ce qui a ete dit dans la Note precedente, les 

nombres 

A, A', A", ... 
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seront residus quadratiques suivant le module /?, et racines 
tion 

n 1 

(3) x 2 =i (mod. /i), 

en sorte que chacun d'eux verifiera la condition 



Au contraire les nombres 

le l" J I"" 

AT, A. , A , ... 

seront non-residus quadratiques suivant le module n, et 
I'equivalence 

n I 

(5) ^""2""== i (mod. w), 

en sorte que chacun d'eux verifiera la condition 



D'ailleurs, pour chacune des equations 



la somme des racines se reduira toujours a zero, lorsque 
nombre entier superieur al'imite; et, par consequent, poi] 
des formules (3), (5), la somme des racines sera equivalei 
suivant le module n, lorsqu'on aura 



Done, n etant un nombre premier superieur a 3, on aura toi 
( 7 ) A H -A' 4 -A^...= A:-HXr'4-^-h...so. 

La formule (7) comprend evidemment un theoreme c 
enoncer comme il suit : 

THEOR^ME L n etant un nombre premier superieur ft 3, 51 
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entiers inferieurs a n, mais premiers an, on distingue les residus quadra- 

tiques 

h, V, h", ... 

el les non-residus quadratiques 

Jc k 1 lc" 

K , A , K , . . . , 

la somme h n- h f -+- h" -f- . . . des rlsidus et la somme k -+- k f -4- k" H- , . . 
des non-residus seront I'une et Vautre divisibles par n. 

Ainsi, en particulier, on trouvera, pour n = 5, 

h j, A'=4, A -i- /*':=: 5 = o (mod. 5). 
A: = 2,- A'=3, Arn-Xr'rzSso (mod. 5), 

pour ft 7, 

/* =. 3, A'm2, h tf =.^ h -h A H- A ff 7=0 (mod. 7), 
A: = i, A:' = 5, )f=6, )t+ A:-t- ^=14 =o (mod. 7), 

etc. Mais, si Ton prend 

71 = 3, 

on aura 

A j, A: = 2, 

et la condition (7), qui cessera d'etre verifiee, se trouvera remplacee 

par la suivante : 

A= A- = i (mod. 3). 

On pourrait demontrer encore le premier theoreme comme il suit. 
n etant un nombre premier impair, nommons s une racine primitive 

de Inequivalence 

.2?"- 1 i (mod. n). 

Les entiers inferieurs an, mais premiers a n, seront equivalents aux 
diverses puissances de $ d'un degre plus petit que n i, savoir, les 
residus quadratiquesaux puissances paires 



et les non-residus aux puissances impaires 
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On trouvera, par suite, 



S ~~ T 



excepte dans le cas oil, n etant egal a 3, on aurait non seulen 

5 /l " 1 ^ i (mod. n), 

mais encore n i = 2, et par consequent 

s-==~ i (mod. w). 

Supposons maintenant que n devienne unc puissance d'm 
premier impair v, en sorte qu'on ait 

n = v a . 

Alors on trouvera 

"Nmv"- 1 

Alors aussi 

A, /;', //, ... 

seront residus quadratiques suivant le module n, et racines c 
valence 

N 

(8)" ^ 2 i (mod. /i), 

tandis que 

If Jr' Ir" 

K, K , K , 

seront non-residus suivant le module /z, et racines dc Tequiva 

N 

(9) ^? 2 ^ i (mod. /i). 

Done, si, en nommant /un nombre entier premier a n, on des 

"'1 

- 71 -' 

le reste -+- 1 ou i, qu'on obtient en divisant par n la puissa 
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chacun des nombres h, h ', A", . . . verifiera encore la condition (4), e 
chacun des nombres k, k, k", ... la condition (6). D'autre part, 
chacun des groupes 

A, /*', A", ..., 

/r, k f , If, ... 

pouvant etre decompose (p. 248-249) en plusieurs suites de termes 
de la forme 

/, /H-v, /-f-^v, ..., /H-/i -v, 

et la somme de ces derniers termes etant egale a 

n ( . n v 

- l-i 

V \ 2 

par consequent divisible par v <2 " l = ~? il est clair que, dans Thypo 
these admise, la formule (7) pourra etre remplacee par la suivante : 

\ 
Ainsi, en particulier, on trouvera pour n = 9 = 3-, 

h = i, h' ' 1=1 4, 7i ;/ rr^, h -h h r -\- h" ^=. 12^ o (mod. 3), 

La formule (it) renferme un theoreme qu'on peut enoncer comm( 
il suit : 



II. v etant un nombre premier impair, et n = v a une puis 
sance de v dont le degre surpasse I' unite, si parmi les entiers inferieur. 
a n 9 mats premiers a n, on distingue les residus quadratiques 

h, h', h, . . . 
et les non-residus 

k ic j y 

K, K , A , . . . , 

la somme h -f- h' -f- h' -+ . . . des residus el la somme k -f- k f +- k" -+- 
des non-residus seront, I'une el I'autre, dinsibles par v*~* 4 ou, ce qu 

revient au meme, par - - 
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Au reste, on pourrait encore etablir le theoreme II de la 
suivante : 

Si, en supposant 

n v a et N ^-'(v i), 

on nomme s une ratine primitive de I' equivalence 

^= i (mod. n), 

on trouvera, par des raisonnements semblables a ceuoc dont n 
precedemment fait usage, 

h...-h^- 2 S ~rEr ( mod 



et, par suite, 





k"-\- . . .==,?H~,9 3 -h^ 5 -f-. . .~\-s*~- ===$', -- (mod 

s- i v 



(mod. /z), 
(mod. n). 



Done chacnn des produits 

( ^ _ , ) ( /i ^. /i' 4. A y 4- . . . ) , . ( -? 2 - I ) ( * -i- *' -H ^ H- - 

sera divisible par n = v a ; et, dans chacnn d'eux, le second i 

/; + >_!_/,/'+.... QU yt-h^H- ^-4-... 

sera necessairement divisible par v^~', si le premier factei] 



'ne peut etre qa'ane seule fois divisible par v. Or, c'esLpreci 
qui arrivera. Car, si le facteur s 2 i etait settlement divisi; 

on en conclurait 

5 V ~ 1 ~ i (mod. v 2 ), 

et, par suite (voir la note placee au bas de la page 8r), 

5 v(v-i) , (mod. v*),' 

jv*cv-u =, (mod. v*), 

........... ......... ? 

,v (v-i) SI (mod. v a ). 
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Done s verifierait la formule 

5 v-iv-i) SJ (mod. v), 

ou, ce qui revient au meme, la formule 

N 

$ 2 == i (mod. n), 

et ne pourrait representer, comme nous le supposons, une racine pri- 
mitive de Tequivalence 

,# N == i (mod. n). 

Lorsque v est de la forme L\x -f- i, et n de la forme v a , Fexposant a 
etant superieur a 1'unite, alors 

N 1 V ~ 1 

_ 'u'* * _____ 

2 2 

est, ainsi que ^ , un nombrepair; done, par suite, la quantite i 
verifie 1'equation 



et represente un residu quadratique suivant le module /.. D'ailleurs, 
/ et m etant premiers a n, les deux nombres 

/, ml 

sont toujours en meme temps ou residus ou non-residus. Done, dans 
le cas que nous considerons ici, 

I et / ou n / 

seront en meme temps residus ou non-residus, et la somme des residus 

A, /.', A", 

se composera, ainsi que la somme des non-residus, de termes qui, 
ajoutes deux a deux, donneront des somrnes partielles egales a n. En 
consequence, on peut enoncer la proposition suivante : 
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THEOR&ME III. v etant un nombre premier de la forme L\x 4- i, 

n =. v a 

une puissance de v, dont le degre a surpasse I' unite, si, parmi les en 
inferieurs a /i, mais premiers an, on distingue les residus quadrati 

h, h', h\ . . . 
et les non-residus 

L~ L' 1~" 

A , A , A , . . . , 

la somme h -+- A'-f~ h" -h . . . des residus et la somrne k -H k' -}~ k" - 
des non-residus seront, I' une et Vautre, divisibles par n. 

Ainsi, en particulier, on trouvera, pour n = 25 = 5 2 , 

A-H A ; 4- A /; -f-. . .= r -H 4 -4- 6 -+ 9 -h n -hi 4 -Hi 6 + 19 -{-2 + 24 

== i -t- 4-H 6-h 9 -H i r 1 1 9 6 4 issc 
(mod. a5), 



^2-i-3-h7 H- 8-HI2 12 8 7 3~ 2==H 

(mod. 25). 
Aux theoremes I, II, III on pent evidemment joinclre le suivant 

Tn^ORfeME IV. n representant un nombre entier superieur a 
somme des entier s inferieurs a n, mais premiers a n, sera divisible p( 
de sorte quen designant ces entiers par 

A, /r, /, ... 
on aura 

(n) " AH- + /-f-. .'. = o (mod. n}. 

Effectivement, les entiers inferieurs a n et premiers a n, etant 

a deux de la forme 

/, n /, 

fourniront des sornmes partielles toutes egales a n. On doit seule 
excepter le cas oil les nornbres 
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pourraient devenir egaux, en restant premiers a n. Or, I'equation 

/ = n - / 
donne 

2 ' 

etpour que-rt soit en tier, mais premier a /i, il faut qu'on ait n = 2. 

Avant d'aller plus loin, nous presenterons une observation impor- 
tante. La somme alternee CD etant determines par la forrnule (2), et le 
groupe des exposants 

/*, h 1 , k\ ... 

etant suppose, dans cette somme, rcnfermer 1'exposant i, enfin, le 
nombre /etant inferieur, ou rneme superieur a n, mais premier a n\ 
si, dans la somme alternee CD, on remplace p parp', alors, suivant que / 
sera equivalent a Tun des nombres 

h, h', h", ... 
ou a Tun des nombres 

A, A , A , . . . , 

cette meme somme se trouvera multipliee.par H- i ou par i, c'est- 
a-dire que les termes precedes du signe -H s'y trouveront echanges ou 
non centre les termes precedes du signe , cette espece de multipli- 
cation ou d'echange ayant lieu dans le cas rneme ou n renfermerait des 
facteurs egaux, et oil, par suite, en vertu des proprietes do la racine p, 
la somme alternee (D s'evanouirait. D'ailleurs, si n est tin nombre pre- 
mier ou une puissance d'un tel nombre, on aura, dans le premier cas, 



dans le second cas 



[=]=- 



Done, alors, changer, dans la somme alternee CD, p en p' revient. a mul- 
tiplier cette somme, ou plutot ses divers termes, par 
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Concevons a present que n represente un nombre impair 
conque. II sera le produit de facteurs premiers impairs 



eleves a diverses puissances; et, si Ton designe les exposants < 

puissances par 

a, b, c, 

on aura 

(12) n = v*v rb v ffc , ..., 



( l \ ( l \( J 
= /I ( I -- I -- 7 1 ( I -- ff 

V v V v J\ v 
Soient d'ailleurs 



des racines primitives qui appartiennent respectivement aux di\ 
equations 

(14) X*=l, ^*=I, ^'=1, 

On pourra prendre 

(15) p=$Y3t.... 

Soient, de plus, 

A, A', A 7 ', ... 

des sommes alternees, respectivement formees avec les racinei 
mitives de la premiere, ou de la seconde, ou de la troisieme, etc 
equations (i4)> et de maniere que la racinc 

ou ri ou f , . . . 

represente Tun des termes afiectes du signe -H. D'apres cequiae 
dans la Note precedence, si la somme alternee CD est en meme t 
une fonction alternee des racines primitives de chacune des 
tions (i4) non seulement cette somme CD verifiera Tune des c 
tions 

(16) (D =o, 

(17) W = n, 
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mais en outre le produit 

AA'A'.... 

sera egal, au signe pres, a la somme CD; et comme, dans ce produit, 
aussi bien que dans la somme (ft, le terme 

sera evidemmentaffecte du signe -f-, on aura necessairement 

(18) CD = AA'A'.... 

II y a plus : les divers termes compris dans la somme (D serontles pro- 
duits partiels qu'on pent former en multipliant les divers termes de 
la somme A par les divers termes- de la somme A', puis par les divers 
termes de la somme A", et ainsi de 'suite. Cela pose, on pourra facile- 
rnent decider si un entier /, inferieur a n et premier a n, fait partie di 

groupe 

h, A', h", ... 

ou du ffroupe 

/, /../ /.'/ 

K t K 5 A ) . . 

En effet, pour y parvenir. il suffira de savoir si, dans la somme >, lei 
termes precedes du signe + se trouvent echanges ou non contre lei 
termes precedes du signe , quand on remplace 

ou, ce qui revient au meme, quand on substitue simultanement 

% l .a , f] 1 k Y), ^ Si C> 

Or, de ces diverses substitutions, la premiere equivaut a la multipli 
cation des divers termes de la somme A par 



r n 
br 

la seconds a la multiplication des divers termes de A' par 
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la troisieme a la multiplication des divers termes de A" par 



etc. Done, en vertu de ces substitutions reunies> les divers 
du produit A A' A". . . on de la soninie co pourront etre censes mu 
par 

L^J W W*'*" 
Done, en definitive, /fera partie du groupe 

/i,- h' 9 h", ... 
ou du groupe 

k /' le" 

A , A. , /( , . . . , 

suivant que le produit 

~L \ \L~\ \1. 

v a \ [ v'b \ [ v //6 ' 

sera egal a H- i ou a i . 
Si, en supposant toujours 



n =. v 



on se sert de la notation 
pour representer le produit 



on deduira itnmediatement des principes que nous venous d'eti 
proposition suivante : 



V. Soient n un nomhre impair; v, v', v /7 , ... ses f 
premiers ; a, b, c, ... les exposanls de ces facleurs dans le non 
I un des enliers inferieurs a n mais premiers an; et p une des 
primitives de ^equation (i). Si une somme alternee (D de ces rac< 
en mSme temps une fonclion alternee des racines primitives de c 



NOTE VIII, 
etj tuitions i i I, lea r/rii..r terrnes 



, tftwx /if wmtnr o, <9/fwtes tin nrfme. signe tm de. sigtu 

r/nVi mini 



I iltl 



//rii rrxtttt*' r/irnrr r/iif% r/ri/it /r* ivu 1 rw/ f eamme nous I'twom suppose 
If* ffratt/w t/cs ruimttrcs 

/i* A', A", . .. 

wnfcrm? t'nnitt*. I ftrit parti? mi nun r/r* *r tnhn? grmpe suiwtnt que /< 
premier** on Itt worn/? t/w fnr/nu/M f i|) fi* n ; ri^V, 

SupiMiscMiH iii;iiiili*iiiiiil ijtii*. /* >fiiiit fliMfrtiiitii* par hi fornuile (12) 
tt I'MII ilis iniiitIin*H ontiiTH tafrriiMtrs a n f on noinmo 



>.. >/. /.". ... 

IfHiTHliH |>fi%iltfH ijti*iiit iilifiriil fjtiiiitil mi divino Hiu^coHHivoitifnt / pa- 
rhai'ttit ill* 



ra uon ^luntMii^nl 
main aunni 

( 'in ) 

<*t {Kiri*illtiiiiiil la fiiriniiii* 



M I / i / 
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D'ailleurs les diverses ractnes primitives de 1'equation 

# v "~i 

seront les diverses valeurs qu'on obtient pour 

?> . 

en prenant successivement pour X tous les entiers inferiei 
et premiers a v a . De meme les diverses racines primitives de 

tion 

x vb =i 

seront les diverses valeurs qu'on obtient pour 



en prenant successivement pour V tous les entiers inferieurs 
premiers a v'*; etc. Done, en vertu du theoreme IV de la P 
les diverses racines primitives de 1'equation (i) seront repre 
par les diverses valeurs du produit 



correspondant aux divers systernes de valeurs que peuvent a 

les exposants 

"> i f i" 

A, A , A , . . . , 

quand on prend pour X un en tier inferieur a v tt , mais prem 
pour X' un entier inferieur a v'\ mais premier a v'*, pour X /; ui 
inferieur a v //c , mais premier a v //c , etc. Done, puisque les dive 
cines primitives de 1'equation (i) peuvent encore etrerepresen 
les diverses valeurs qu'on obtient pour 



en prenant successivement pour /tous les entiers inferieurs a 
premiers a n, on peut affirmer non seulement qu'a chaque val 
correspondra, comme iletait facile de le prevoir, un seul syst 

vaieurs de 

i v v f 

Ay A , A , . . . , 
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mais, reciproquernent, qu'a chaque systeme de valeurs de X, X', X", . . . 
correspondra une valour de /. 

II est bon d'observer encore que, le nombre n etant impair, la 
somme alternee CD, determinee par 1'equation (2), ne pourra, en vertu 
des principes etablis dans la Note precedente, verifier la formule (17), 

ou 

(D 2 = /? ? 

que dans deux cas particuliers, savoir : i lorsque n sera un nombre 
premier; 2 lorsque, n etant le produit de factetirs premiers inegaux 



(D sera une fonction alternee des racines primitives de chacune des 
equations 



Ajoutons que, dans Tun ct 1'autre cas, on aura 

CD 2 /?, 

si n est de la forme f\x + i , et 



si 71 est cle la forme L\x -+-3. 

lusqu'a present nous avons suppose que dans Tequation (i) 1'expo- 
sant^etaitun nombre impair. Concevons maintenant qu'il devienne 
un nombre pair, et supposons d'abord qu'il se reduise a une puissance 
de 2. 

Pour qu'on puisse former avec les racines primitives de 1'equa- 
tion (i) ime somme alternee 



il sera necessaire que la puissance de 2, represented par n, soit une 
puissance superieure a la premiere, par consequent un terme de la pro-* 
gression geometrique 

4, 8, 16, .... 
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Alors, on pourra supposer, si n est egal a 4, 



et si n est egal a 8, 

(D p-4-p 3 -- p 5 p 7 , 

oubien t- 

(D = p-f- p P P 

ou bien encore 

() =zp -4-p 7 p 3 p r> , 

etc. Alors aussi la forinule (17) ne pourra etre verifiee que dans tro 
cas speciaux, savoir : i lorsque, n etant egal a 4, on aura 



2 lorsque, /i etant egal a 8, on aura 

cD^pH-p^p'-p 7 , (E) 2 ^-8; 

3 lorsque, n etant egal a 8, on aura 

(D^p+p 7 -p 3 -p 5 , CD 2 =8. 

Or, de ces trois cas le dernier est le seul dans lequcl les sommes 

h + h'-*-. .., /v-h/c 7 -!-;.. 
deviennent divisibles par n. En effet, on aura dans le premier cas 

A = i, ^ = 3, 

par consequent 

r A = A: ==i (raod.n); 

dans le second cas 

/H-/i'=i -4-3 = 4, A--1- A*'=:5 -h7=zj2, 

par consequent 

A + A'ss /c-4- A 7 s= -n (mod. n); 

2 

et dans le troisieme cas 

A H- A'= i + 7 == 8, k -4- *' = 3 -+- 5 = 8, 



par consequent 



j . i i /../../_ 
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(lonrevons niainh'ttant IJIN* /*, Haul tin nnmhro pair, n< so reduise 
plus it tint* puissann* <le 2. Si l*on nomtn< v f v', v", . .. Ii*s fat'teurspro- 
miers <I<* /i. <lont run. v par r\ewple, si* rethiira simplemonl au 
nnmlire v, on (Hitirra supjiimrr nrori la valour di 1 w ciet^rmiiuV par 
( TJ i* <*t la valcur il par iVqttation ( i..V), 



diesguant ties raeines primitive* tjut appartienneitt reHpeelivemcMil it lit 
premiere, it la seronde, it la troisieme, Hi*, des fonnules (i/i). H V a 

plus : si r*tit niifiiiiti' 

A, A*. 4% ... 

des sotiiities a!h*rnt*es resprt'ttvi*!!!! 1 !!! formees avee les raeines primi- 
tives dt* In pft*iiii*f% tie In seronde, di* la 
(inns (r 1 1* el tie iiianti*i*e ijue hi rai*tne 

; nil f 4 till J 



reprrsente I'lin ilrn trnuen aHreteH dti Htgite H; si cPaulre part CHI 

miiftliif* 

), ^ f >/, , .. 

les rentes tjfMtii tihtieitt IJIIIIIH! on divine sueeessivetiient par ehae.un 



tut iniliir / iiifrrttnir it , pn*itiii*r It /i, on HI % trotivora fit 1 nouvoau 

riiiiiltiit (18) rt (titii : H 1*1111 fiiiit'Iiint totijourn <b la 

ftiriiiiiii* (VMM *!' HVHti'iiM* tit 1 valcntrH ill* 



rorn*sptMni tun* %ttilt* vatt*itr il* /. iraiH**ut*s4 la Ibrimsli 1 (18) fourntra 

riirfin* Ii* iiMsypii ill* iln'iiiir ii mi t*iitii*i f / infVrioiir It /*, matt* premier 

ii /i, fiiit ilii 

A, A\ A% . ., 

iftii pur liypolhjse i'littiti^ mi tin group** 
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En effet, pour y parvenir, il sufFira de savoir si, dans la sommt 
termesdu signe -+- se trouvent echanges ou non contre les tern 
cedes du signe , quand on remplace 

p =/]... par p<=. ^VC'. . . , 
ou, ce quirevientau meme, quand on substitute simultanemen 

?/ \ 'r 7 \ J*7 \ J* 

a. , Y)* a Y), s a , .... 

Or, de ces diverses substitutions, la seconde, la troisieme, ... 
tanement eflectuees, changeront ou ne changeront pas les tern 
cedes d'un signe en ceux que precede le signe contraire, par e: 
les terrnes affectes du signe -f- en ceux qu'aflfecte le signe , 
que 1'expression 

sera egale a +- 1 ou a i. Cela pose, en passant du cas oil la 
designe un nombre impair au cas ou cette lettre represe 
nombre pair, on obtiendra, au lieu du theoreme V, la proposit 
vante : 

THEORIZE VI. Soient n un nombre pair, 

ses facteurs premiers, 

a, b, c, ... 

les exposants de ces facteurs dans le nombre n, I un des entie 
rieurs a n et premiers a n, et p une des racines primitives de 
lion (i). Si une somme alternee (Q de ces racines est en meme ta 
function alternee des racines primitives de chacune des equatio 
et a, en consequence, pour facteur une somme alternee A des 
primitives^, ', ... de I' equation 



NOTK VI II. 



le$ tfoiL 



, t/tws fa sw/wif ii//fT/ifi* a\ ajfrrtex </u mftw siff/w : i torsque 



tcnnes 



iStattl <tff#He$ ttu xtffnr <l<tn* fa sotnnw attvrnttG A* 

/ 



o//, rr 1/111 rrrir/il nil 



ttttnt (tfl*r/n i/i* xigttex ro/i/m/m r/ii/n /n mmme attrr/M ! e A, o// rmra 



, rr ^111* rwirnt au 



iMis 1*11 |iartM'ttiii*r !i* *I$H ut. /n ; laiit pair, la 

ia riiiiiiitiini Ci) 



v^rific 



Dans n* ra**. 1*11 vi*rtu lt*% |iriiiri|iiH tHabitn daun la N 

ii) *%int ni*ri*.%^;tin*iiii*iif iitir fintr tittti allonn*! 1 dt*s ra<*iiu*s primitives do 

rharttni* tit*** i'*i|ttatiittiH ('i.|) v tf t i|i pliiH, on aura* <I*unc^ purl, 



ou 



:i t 
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Or, supposons d'abord 

Alors on trouvera 



2<* 4. 



et le theoreme VI entrainera le suivant : 



THEORIZE VII. Soient n un nombre pair divisible par 4, 



tes facteurs premiers y> supposes impairs et inegaux, I un des 

infdrieurs a n, mats premiers a n, et p I* une des racines primi 
{'equation 



Si une somme alternee (D de ces racines verifie la condition 

(D 2 z=d=: n, 

non seulement (D sera une fonction alternee des racines primi 
chacune des equations 

(26) 3?*==i, a? v '=i, ^"=1, 

mais de plus les deux termes 



seronl, dans la somme alternee CD, affecles da mme signe qu 
aura simultanement, 



(a?) 



/ j (mod. 4)> 

ou bien 

/^ i (mod. 4), 



Wr- 
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et afttvlra r/r* signw cnntrairrs , tfttant/ wt aura 



(38) 



I ftsutl, |! 



/ -t IJiiittL $1i 



H, 1*11 S<M f O||t 



Alors <HI aura 



I** - 8. 



l, si Poii \T til ifiit* la iitnrtioti aitiTiuV *o i ; rifii* la condition 



on di*vra 



la 



28! 



/i tin la forme 4*** **- 3* 
An roitfrain*. si Pon viut ijin In SOHUIM* alhriu* <to vc*riflo la eonditioi 

cut di'vra HtippiM*r 

1 ^ V */' >', Jiii%i|itt* ii tli* lit formo 4^ -H t, 
1 ? * f/ '**'-* |i*\ |nr:!4|i$i! /i fiifii ili* In fartti /$,r 4- 1, 

Ola pint*, li* ihiMiriMtii* VI i*!ilrait! f ra iwidommpnt le 1 ^ proposition! 



TiiKOH^ni-; V 1 II . n tin rwmhn* fndr dwisihfa par 8 ; 



i tl? et indg&u*r; t un ties eniier 

infericurs it n, /mwm ri w * ^ f / ? w ratine primitive de I'e 
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Enfin, supposons quune somme alter nee (0 de ces ratines verifi( 
dition 



Non settlement cette somme sera unefo notion alternee des racin( 
tives de chacune des equations 

(29) x* i, ^'=.1; ^"=1, 



mais de plus les termes 



p, p l 



seront, dans la somme CD, affectes du mme signe : i si. - eh 

8 
forme- [\x -Hi, on a 

I = r o;^ , 



(So) 



bien 



M- 



5, 



2 si, etant de la forme [\x -H 3, on a 



/= i 



3 * I I = r 



^ 3 



f-i-'l 

U-J 



THEOR&ME IX. Soient n un nombre pair divisible par 8, 



/ej facteurs premiers de -g, supposes impairs et inegaux, I un c 
inferieurs n, mais premiers a n, et p zme ratine primitive de I 



En/in, supposons quune somme alternee (D de ces ratines verij 



dition 
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(>* = n. 



287 



Non settlement cette somme sera une fonction alternee des racines pri- 
mitives de chacune des equations 



mais deplus les termes 



P. P' 



seront, dans la somme alternee (&, affectes du mime signe : i 
<& la forme [\x -\- i, on a 



(33) 



3, 



ou bien 



== 5 



2 M, -^ ^Van^ de la forme l\x 4- 3, 0/2 
/== i ow 7, 



(34) 



cm 



5, 



Revenons maintenant a la formula (7), ou les hombres 
/*, h 1 , h\ ... ou A:, k', k" , ... 



representent les cxposants des termes affectes du signe -f- ou du 
signe dans la somme alternee (D. II suit des theoremes I et III que 
cette formule se verifie : i quand n est un nombre premier impair, 
superieur a 3; 2 quand n est une puissance quelconque d'un nombre 
premier de la forme [\x 4- i.. J'ajoute qu'elie se verifiera encore, si n esl 
un nombre compose qui renferme plusieurs facteurs premiers, Tun dc 
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ces facteurs pouvant etre le nombre 2 eleve a line puissance 
degre sarpasse Tunite, et si, d'ailleurs, la valeur de n etant do 
la formule (12), la somme alternee CD est une fonction alternei 
cines primitives de chacune des equations (i4)- En effet, si 
d'abord n, impair. Alors, en vertu du cinquieme theoreme j 
formule (21), les valeurs de / qui appartienclront au grou'pe 

h h' h" 

/6, fl , It y ... 

seront celles qui verifieront la condition 
ou 



par consequent, celles qui verifieront ou les conditions 

(37) " 

ou les conditions 

Or, le nombre des valeurs de / qui verifieront la condition (3 
qui revient au meme, le nombre des systemes de valeurs 
X", . . . qui verifieront la condition (36), sera 



1 v'*- 1 v^' 1 . . . (v i ) (V i ) (v" i) . . . , 
aussi bien que le nombre des valeurs de / qui verifieront la 



ou 
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Pareillement, on reconnaitra que le produit 



exprime le notnbre des systemes de valeurs de 



qui sontpropres a verifier, soit la seconde des formules (37), soit la 
seconcle des formules (38). Done ce dernier produit, que nous repre- 

sentons par - <DL, en posant, pour abreger, 

(89) " D^ = v' 6 - 1 v' /c ~ 1 ...(y~i)(v' / i)..., 

exprimera le nombre des valeurs de /, qui, etant comprises dans le 

groupe 

h, h', h", ..., 

seront equivalentes, suivant le module v a , a une meme valeurde \, par 
laquelle la premiere des formules (37) ou (38) se trouve verifiee. 
Done la somnie des valeurs^de /, comprises dans le groupe 

h, h', A", ..., 
c'est-a-dire, en d'autres termes, la somme 



sera equivalence, suivant le module v a , au produit du nombre 

1^ 

2 

par la somme des valeurs de X, qui verifieront Fune des formules 

(4o) 



Or, comme chaque valeur de X satisfera necessairement a Tun< 
des equations (4o), il est clair que la derniere somme comprendn 
toutes les valeurs de \ et sera, par suite, en vertu du theoreme IV 
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divisible par v a . Done aussi la premiere somme 

h -+- h' -+- h" -)-... 

sera divisible par v*; et, comme ellc devra etre, pour les memes rai- 
sons, divisible par v'*, par v" c , ..., il est clair que, dans 1'hypothese 
admise, elle sera divisible par le produit 

On pourra encore en dire autant de la somme 

/,. _, i.i i /.,// . 

ft -+- A. -|- A -+- . . . , 

puisque, en vertu du tbeoreme IV, la somme to tale 

devra encore etre divisible par n. Done si, n etant impair, la somme 
alternee CD est en meme temps une function altcrnee des racines primi- 
tives de chacune des equations (i4) les deux sommes 

h -+- h' H- h" H- . . . , k +- k' -h k" + . . . 

verifieront la formule (7). 

Supposons maintenant que, dans 1'equation (12), 1'un des fac- 
teurs 

v, v', v", ... 

se reduise au nombre 2, mais se trouvc eleve a une puissance dont le 
degre surpassc 1'unite. On prouvera encore, non plus a I'aide d'une 
seule formule (21), mais a I'aide des formulcs (18) et (28), que la 
moitie du produit 3^,, determine par 1'cquation (38), exprime le nombre 

des valeurs dc /qui, etant comprises dans le groupc 

w . ' ' . 

k, h' , h" , . . ., 

sont equivalentes, suivant le module v n , a une meme valeur de X. 
D'ailleurs, parmi los termes affcctes du signe -+- dans la somme CD que 
d6termine la formule (18), on en trouvera qui auront pour facteur un 
terme clonne quelconque, affecte du signe -h on du signe dans la 
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somme A. Done la somme 

A + A'+A'-h... 

sera encore, dans 1'hypo these admise, equivalente, suivant le module v a , 
au produit de - DL, par la somme totale des valeurs de X. Done, ette 

2 

derniere somme clevant etre, en vertu du theoreme IV, divisible 
par v rt , on pourra en dire autant de la premiere, qui devra etre divi- 
sible par chacun des nombres 

v", v">, v" c , ..., 
ct se reduire, en consequence, a un multiple de n. La somme totale 



devant etre elle-meme, eirvcrtu du theoreme IV, im multiple den, 
il suit de ce gu'on vient de dire que les deux sommes 



devront encore verifier la formule (7). 
En resume, on pourra enoncer la proposition suivante : 



E X. n etant un nombre compost qui renferme divers fac- 
teurs premiers v, v', v", ... el ne puisse devenir pair, $ans &lre divisible 
par 4, si I' on suppose que, la valeur de n etant fournie par ['equa- 
tion (12), la somme allernee CD, determinee par la for mule (2), soit en 
meme temps une fonclion allernee des racines primitives de chacune des 
equations (4), on aura 

/ i4 _ '_(_ h" + . . .= ^+^'+^ + ...= (mod. n). 

II est bon d'observer que, dans le theoreme precedent, les exposants 
de tons les facteurs impairs pourraient se reduire a 1'unite. 

En vertu des principes etablis dans la Note precedente, pour que la 
somme alternee to verifie la condition 
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n etant nn nombre premier ou compose, pair on impair, determine 
par la formule (12), il estnecessairc que les facteurs premiers impairs 
de n soient inegaux, le facteur pair, s'il existe, etant 4 ou 8, et qu'en 
outre (D soit une fonction alternee des racines primitives de chacime 
des equations (i4) Cela pose, les theoremcs I et II cntrainent evidem- 
ment la proposition suivante : 

THEOR^ME XI. Lorsque la somme alter nee (0, determines par la 
formule (2), verifie I' equation, (17), savoir 



les deux groupes d'exposants 



/i h 1 IL" 

/*, a , ft , . j 

i- 1,1 L.V 

K, k , A , ... 



verifient la condition (7), 

/i -i-/i'+/i* + ... = /f + '+*"+-... ==o (mod. /i), 
a mains toutefois que le module n ne se reduise a I'un des trois nombres 

3, 4, 8. 

On peut d'ailleurs observer que la condition clont il s'agit est veri- 
fiee, pour le cas meme oul'on suppose n = 8, lorsque (0, etant reduit 
a la somme alternee 

p _ ) _p7_ p 3_ p 5 j 

verifie 1'equation 

(D 2 =r8 n, 

mais cesse de 1'etre lorsque CD, etant reduit a 

P + P 3 - P S - P T , 
verifie 1'equation 
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NOTE IX. 

THEOREMES DIVERS RELATIFS AUX SOMMES ALTKRNEES DES RACINES PllIMI'CIYBS 
DBS EQUATIONS BINOMES. 

Solent : 

n mi nombre entier superieur a 2 ; 

A, /c, /, . . . les entiers inferieurs a /z, mais premiers a n\ 

N le nombre des entiers h, k, I, . . . ; 

p une racine primitive de 1'equation 

(1) ar=j; 

enfin, supposons les entiers 

It-, k, I, , , . 
partages en deux groupes 

. h, h', h", ... et k, k', *', ..... 

de tellc maniere que i'expression 

(2) (K)=.p / '+p A '+p /t ' + ... p A p^' p*" . . . 

represente une sornme alternee des racines primitives de 1'equation 
(i), et que 1'unite fasse partie du premier groupe 

h k' h" 

> i j, ' * i " > .... 

Alors, la quantite m etant equivalente, suivant le module /z, a 1'un 

des entiers 

/i, /:,/,..., 
les produits 

mh, mh', mh", 
seront equivalents, a I'ordre pres, soit aux termes du premier groupe 

A", K , K , . . . , 

soit aux termes du second groupe 
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selon que m fera partie du premier on du second groupe ; et, an con- 
traire, les produits 

ink, mk' , mk" , 

seront equivalents, dans le premier cas, aux nombres 

/. U 1,11 

A , A , A , . . . , 

dans le second cas, aux nombres 

h, /*', h\ . ... 

Done, /etant 1'un quelconquc dcs entiers infericurs a n, mais pre- 
miers a 71, le nombre / et leprocluit ml, on plutot le reste de la division 
de ml par n, appartiendront on non an memo groupe, selon que la 
quantite m deviendra equivalente a un tcrmc du premier ou clu second 
groupe. Ainsi, par cxemple, 

I et /, ou pku6l. n /, 

appartiendront ou non an meme groupe, suivant quo la quantite 

i, ou pluidt n i, 

fera partie du premier ou du second groupe. Parcillement, si le 

nombre n est impair, 

/ et il 

appartiendront ou non an meme groupe, et par suite lea produits 

ilt, th', ill" , 
seront equivalents, a 1'ordre pres, aux nombres 

h, h', k", ... 

.ou aux nombres 

k, k 1 , k", ..., 

suivant que^le nombre i fera partie du premier groupe ou du second. 
Des principes que nous venous de rappeler il resulte encore que, si 
Ton remplace 

p par p' rt , 
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les deux groupes des racines primitives 

P A , p h> , p' 4 ", ... et p*, p* 1 , p*", ... 

resteront composes chacun des memes racines, ou se transformeront 
1'un dans Tautre, suivant que m sera equivalent, suivant le module n, 
a 1'un des uombres 

A, A', A", ... 
on a 1'un des nombres 

Done, si Ton nommc 

une fonction symetrique des racines 

P A , P A ', P A ", .:., 
et 

ce que devient la fonction I, quand on y remplace 
par 

Pk o kl * k" 
j P J P } . > 

la somme 

I + J 

ne changera jamais ni de valeur ni de signe, et la difference 

pourra seulement changer de signe, en conservant toujours, au signe 
pres, la meme valeur, lorsqu'on remplacera la racine primitive p par 
une autre racine primitive p w . Done alors la somme I -f- J sera une 
fonction symetrique, et la difference I J une fonction alternee des 
racines primitives de 1'equation (i). 
Si le nombre ?i cst tel que Ton ait 

(3) CD 2 n, 

alors, en vertu des principes etablis dans la Note precedente, ce 
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n ombre sera de 1'une des formes 

vvV, ..., 4v'v", ..., 8v'v", ..., 

v,.v', v", . . . designant des factcurs impairs et premiers, inegaux entre 
eux; et, si d'ailleurs n ne se reduitpas a Tun des trois nombres 

3, 4, 8> 
on aura 

Ajoutons que 1'equation (3) pourra se reduire a 

dans le cas seulement ou, les facteurs impairs de n etant inegaux, 
n sera de Tune des formes 

4a;-l-i, 4(4^-+-3), 8(2.274-1), 

et qu'alors chacun des nombres 

h, k', h", . . . 

vcriflera : i si n est de la forme 4# + i la condition 

T/i' 

(6) 



2 si T estentier et de la forme l\x -\- 8, les conditions 
4 

(7) . ~ =i, h==t (mod. 4), 



on 



(8) ~ ~ *> /i= i (mod. 4); 



- 



L4 

3 si '-i est entier et de la forme L\x H- 3, les conditions 

o 

(9) \^ \ ! > h =* OL1 7 (mod. 8), 
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ou 

(10) I 1= r, A = 3 on 5 (mod. 7); 

L8 J 
4 si 5- cst entier et de la forme l\x -+- 3, les conditions 

o 

(n) 11 mi, A = i ou 3 (mod. 8), 

U"J 

ou 

[/ I 
I i, A ==5 ou 7 (mod. 8). 
H 

Au contraire, ('equation (3) pourra se reduire a 

(.3) . CO 2 : 



dans Ic cas settlement ou, les facteurs impairs de n etant inegaux, 
7i sera de Fune des formes 

4a;-t-3, 4(4^-+-') 8(aa? + i); 

ct alors chacun des nombres 

h, A', A", . . . 

yerifiera : 1 si n cst de la forme L\x + 3, la condition (G); 2 si ~ 
cst entier et de la forme 4^ + 1^ les conditions (7) ou (8); 3 si 

J est entier et dc la forme l\x 4- 3, les conditions (9) ou (10); 4 si 
8 

~ est entier et de la forme L\x -4-1 , les conditions (i i) ou (12). 
8 

Si Ton designe par 



les facteurs premiers de n, et par 

a, b, c, 

les exposants des puissances auxquelles ces memes facteurs sont 
eleves, i'equation 
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entrainera generalement la suivante : 

(j5) N = v- 1 v'*- 1 v"'- 1 (v-i)(v' i)(v ff i).... 

Si Ton suppose en particulier n impair, et compose defacteurs impairs 
ineeaux 

8 v, v', v' f ..., 

alors 1'equation 

(16) . n = v'vv*... 

entrainera les suivantes : 



D'ailleurs, v etant un nombre premier impair, 1'expression 



V 1 

~ 



= (-!} 



se reduira simplement a + i ou a i, suivant quc v sera de la forme 
[\x H- i ou [\x i. Done, en vcrtu do la form ale (iB), 1'expression 



sera egale a H- i ou a i, suivant que les facteurs premiers de n, de 
la forme I\x i, seront en nombrc pair ou on nombre impair; 0t, 
comme le nombre n sera, clans le premier cas, de la forme 4#4-i 
dans le second cas, de la forme L\x i, il est clair que 1'equation (18) 
pourra etre reduite a 

r -i ~t 

(o) [ J =(-.)'. 

De plus, v etant un nombre premier impair, Poxprcssion 



I) 
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se reduira simplement a 4- i ou a i, suivant que v 2 sera de la forme 
iGa? 4- i ou 1607-1-9. Done, en vertu de la formule (19), 1'expres- 
sion 



sera egale a 4- 1 ou a r, suivant que, parmi les carres 

',,2 v 'a ,/2 
' ) J > J i ' ' > 

ceux qui se presenteront sous la forme 

i6^r H- 9 

seront en nornbre pair ou en nombre impair. D'ailleurs, le produit 
de deux factcurs de la forme 16^4-9 etant lui-meme de la forme 
i Ga? 4- i, il est clair que le carre 

w s =v a v'V J ... 



sera dans le premier cas de la forme iGa? -+- 1 , clans le second cas de la 
forme 16^4-9. Doric, par suite n sera, dans le premier cas, de la 
forme 8; i, ou, ce qui revient an meme, de 1'une des formes 

Bx -+- 1 on 8a? -t- 7; 

dans le second cas, de la forme 807 d= 3, ou, ce qui revient an meme, 
de 1'une des formes 

8x 4- 3 ou 8x 4- 5; 

et 1'equation (19) pourra etre recluite a 

To 1 "'- 1 

(.,) [-]=(_,)'. 

Supposons maintenant que, les facteurs impairs de n etant inegaux 

et representes par 

vV, ..., 

n renferme, en outre, un facteur pair represent^ par l\ oupar 8 ; alors, 
eu egard a la formule (20), il est clair que 1'equation 

(22) = 4vV.... 
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entrainera la suivante : 

(2.3) r^- 



ou que 1'equation 

(24) n = 8v'v'... 

entrainera la suivante : 

n 

__ __ i 

p r -i * 

(25) = (-1) * . 



f "I 

i 



Des forimiles (20), (a3), (25) jointes aux conditions (6), (7), (8), 
(9), (10), (ri), (12), on deduit imniediato.inent les propositions que 
nous allons enoncer. 

TmiORfiME I. Soit p i'une des raci ties primitives de I' equation (i), el 
supposons les exposants des puissances diverses de p partagds en deuce 

groupes 

A, A', A% ..., *, A'', //, ..., , . 

chaque eocposant eiant cense apparlenir an premier on au second groupe, 
swivant que la puissance correspondante se trouve affeclee, du signe + oit 
du signe dans une somme alternee cQ de ces racines primitives. Les 
deux exposants 

i ot i ou n i 

appartiendront au meme groupe, si la somme CD veri/ie la condition 

(.Q-=n, 

et a des groupes differents, si la somme cD verifie la condition 



Par.suite, /etant premier a n, les exposants 

I et / ou n / 

appartiendront au meme groupe, si Ton a to = n, cc qui suppose que 
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n soil; de Tune des formes 

[\x-\-\, 4(4-37-1-3), 8(20.' 4-1), 

et a des groupes dififerents, si 1'on a CD 2 = n, ce qui suppose que n 
soil de 1'une des formes 

4a?4-3, 4(4^4-i), 8(2.3? H- i). 

On pent aussi, de 1'equation (21), jointe a ce qui a ete dit plus haut, 
deduire le theoremo clont voici 1'enonce : 



fcME II. Le nombre n elant impair, soil p I'une des ratines 
primitives de I' equation (i), et supposons les eocposants des puissances 
diverses de p partages en deux groupes, chaque exposant elant cense ap- 
partenir au premier ou au second groupe, suivanl que la puissance cor- 
respondante se trouve affectee du signe -\- ou du signe dans une somme 
alternee cD de ces 7*acines, qui offre pour carre n. Les deux exposants 

i et 2 
ou plus ge'ne'ralemenl 

/el a/ 

appartiendront au me'me groupe, ou a des groupes differents, suivant que 
le module n sera de I'une des formes 

8a? 4- i, So; -\- 7 
ou (le i une des formes 

S.3?4-3, S.374-5. 

Le dcuxieme theoretnc entraine immediatement la proposition sui- 
vante : 



TiiKOHKftiF, III. n e'tant un nombre impair, et p une des ratines pri- 
mitives de I' equation (i), soienl 

h, h', h", ... et A-, /<', A-", ... 

les deux groupes d' exposants de p dam une somme alternee CD de ces 
ratines, qui offre pour carre n. Si n est de la forme 

8# 4- I OU 8.2? 4- 7, 
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le groupe des exposants 

h, li', h" , 

pourra etre rempldc.e, dans la somme alternee CD, par le groupe des expo- 
sants 

2/1, 2 A', 2 A", . . ., 

qui seront, al'ordrepres, equivalents aux premiers suivant le module n, 
et le groupe des exposants 

k, *', k", ... 
par le groupe des exposanls 

2/f, 2A-', 2A-", ....' 

Si, au contraire, n est de I'une des formes 

8a?-t-3, 80? + 5, 
le groupe des exposants 

A, A', A", ... 

pourra dire remplace par le groupe des exposants 

2*, 2 //, 2//, ..., 

et le groupe des exposants 

k, A-', /c", ... 
par le groupe des exposants 

2 A,' 2 A', -2 A", .... 

Supposons maintenant que, I'equation 

(&* = n 

etant verillee, n. represente, non plus vin nombre impair, mais un 
nombre pair. Alors n sera de I'unc des formes * 

4v'v*..., Sv'v"..., 

v', v", ... etant des facteurs impairs inegaux. Or, si Ton suppose 
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d'abord 

un nombre / inferieur a/z, mais premier a n, fera partie du premier 

groupe 

.A, A', A", ..., 

si ce nombre /, pris pour A, verifie les conditions (7) ou (8), et n'en 
fera pas partie dans le cas contraire. Par suite, deux nombres impairs 

H, 

inferieurs a /z, mais premiers k n, appartiendront 1'un au premier 
groupe, 1'autre au second groupe, si ces nombres verifient la condition 

sans verifier la suivante : 

l'=l (mod. 4); 
en sorte qne Ton ait, non pas 

/'_ /== o (mod. 4), 
mais, au contraire, 

(2-7) I 1 I = -2 (mod. 4). 

Or, les conditions (26), (27) seront evidemmentverifiees si, /etantin- 

ferieur a > on pose 

(aB) l '= l +^ 

putsque alors on aura 

l'i=- = 2 v'v"...= 2 (mod. 4). ' 

2 

Supposons maintenant 
v', v", . . . etant toujours des facteurs impairs inegaux, et la valeur de 
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(D 2 etant : n. En vertu des conditions (9) on (10), (i i) on (12), deux 

nombres impairs 

/, /' 

inferieurs a n, mais premiers a n, appartienclront necessairement, 1'un 
au premier groupe, 1'autrc au second groupe, si ces nombres verifient 
les deux conditions 



(29) 






, n 



(3o) *'/== 4 (mod. 8). 

Or, c'est precisement ce qui arrivcra, si, /etant inferieur a-> on sup- 
pose la valeur de /' determinee par 1'equation (28), puisque alors on 



aura 



I' I 4v'v*...==4 (mod. 8). 



Observons main tenant quo la formulc (28) entraine immediatement 
la suivante : 



(30 



(mod. n}. 



Done, lorsque, n etant pair, le carre de (0 sera ;z, on pourra, aux 
termes du premier groupe 

h, h', li\ -..., 
faire corresponds les termes du second groupe 



de maniere que 1'on ait, par exemplc, 

2/1 = 2/0, 2/i'=2/c', a/i"^ -js/f", ... (mod! n). 
En consequence, on peut enoncor la proposition suivante : 

THEORI^ME IV. n etant an nombrepair, et p une des racin.es primi- 
tives de I' equation (i), soient 

h, A', h", ... et k, k 1 , k" , . . , . ' 
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les deux groupes d'exposants de p, dans une somme alternee (Q de ces 
ratines, qui offrent pour carre n. Les nombres 

2 A, . 2 h', 2 A", .... 
seront equivalents, a I'ordre pres, suivant le module n, aux nombres 

2 A 1 , 2/r', ik" , .... 
Le nombre total des en tiers 

A, k, I, ... 

inferieurs a n, mais premiers a n, etant represente par N, et la somme 
alternee d) renfcrmanttoujours an tan t de termes positifs quede termes 
negatifs, il est clair que dans chacun des groupes 

A, A', A", ... el /-, k', k", ... 

N 
le nombre des termes doit etre egal a - Celapose, I'unite etant censee 

faire partie du premier groupe 

A, A', A', ..., 

nommons z le nombre des termes qui, dans ce groupe, sont inferieurs 
a -, et/ le nombre de ceux qui surpassent-- On aura 

. . N 
(3a) +,/ = 7- 

D'autrc part, / etant un en tier inferieur a - mais premier a /, 

n I 

sera un autre entier superieur a -> mais inferieur a n, et premier a n. 
Done, les cntiers inferieurs a n, mais premiers a n, se correspondent 
deux a deux, au-dessus et au-dessous de -^ le nombre des uns et des 
autres etant encore - Done, ceux qui feront partie du second groupe 

2 

seront, au-dessous dc '^ en nombre egal a 

'N_._. 
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et au-clessus de - en nombre egal a 

n t> 



N 



II y a plus : deux terraes correspondants, c'est-a-dire de la forme 

I, n-t, ' 

seront, en vertu clu theoremc I, deux tonnes qui fcront partie d'nn 
meme groupe, si la somine altemec (D verifie la condition 

(&-=n. 
Done, alors, a 1'equation (32) on pourra joindre ccllc-ci 

(33) I=y, ' ^ 

et Ton aura, par suite, 

(34) '' = ./ = * 

-On pent done enoncer la proposition suivantc : 

THEOREM E V. Le nombre n elanl tel que la somme alter nde CD, de- 
terminee par I' equation (2), veri/ie la condition 



chacun des groupes d'exposants 

h, h', h", ... et /c, k 1 , k\ ... 

offrira autant de terrnes inferieurs a - que de termes superieu.rs a , le 

i N 

nombre des termes de chaque groupe, inferieurs a -> e'tarit . 

En terminant cette Note, nous joindrons ici quelques observations 
qni ne sont pas sans interet. 

Si, dans.le cas ou n represente unc puissance d'un nombre premier 
impair, et / un entier premier a n, on designe par 
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commc nous Taverns fait dans la Note precedente, le reste -+- 1 on i, 
qu'on obtient en divisant par n le nombre entier 



alors on devra, dans les formules (20) ct (21), supposer, ainsi que 
nous 1'avons adrnis, le nombre n non seulement impair, mais compose 
de facteurs inegaux. Gar, si Ton supposait, par exemple, 



_ 
on trouverait" 



N-2.3, =3, 

2 



ct les expressions 

[ir] =(-'>=-, 

cesseraient d'etre egales aux quantites 



Toutefois les formules (20), (21) conlinueraient d'etre verifiees, si, 
dans le cas oil n represente line puissance v* d'un nombre v premier et 
impair, on designait, avec M. Jacobi, par la notation 



non plus le reste -hi ou i, qu'on. obtient en divisant par n le 
nombre 



mais I'expression 



Alors aussil'on ponrrait etcndre a des nombres impairs quelconques 
la loi de reciprocite qui existe entre deux nombres premiers impairs; 
en sorte qu'on aurait generalement, pour des valeurs impaires des 
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nombres en tiers m et n, 







[ i in lnir- 

f]=<--^ 



NOTE X. 

SUR LES FONCTIONS RECIPROQUKS ET SUR LES MOVENS Qu'jRLLKS FOURNISSENT 
D'EVALUER LES SOM.MES ALTKRNEES DES RACINGS PRIMITIVES .D'UNE EQUATION BINOME. 

f(a?) etant une function donnee de la variable a?, on a generale- 
ment, pour une valeur de x, renfermee cntrc les limites a? , X(voir le 
IX C Cahier du Journal de I'Ecole Poly technique, et lc Tome II cles Exer- 
cices de Mathematiqu.es ,' ^p . 118), 

t /- /^ X __ 

f(o;) -L / / e' ! ->v/-ir( M )rf tt rf/-, 
2 ^ ./_ J 

' 

ou, ce qui revient au meme, 

(1) t(xY= I I cos/'(a7 if} f() dudr- 

* Jo J.r t 

et pour une valeur de a?, situee hors des limites a? , X, 

,.<*, /iX 

o / / e''ia!-'0/=T( w )flterfr, 
ou, ce qui revient au meine, 

( /" w /" X 

(2) o I / cos /'(a? u) {'(it) du dr. 

^Jo J* t f 

Ainsi, en particulier, si Ton suppose 

Xq o, X ao, 
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la formule (i) donnera, pour des valeurs positives cle x, 

(3) f(x)=-j i cosr(x u}f(u)dudr; 

71 - o 'A 

mais on conclura de la formule (2), en y remplagant oc par x, 

i r x f" 

(4) o / I cosr(a? u) f() du dr. 

71 ' ' 
Comme on aura, d'ailleurs, 



(x -+- ) = cos/ 1 a? cosrw sin/' x si 
r t^) cosra: cos/' 4- sin rx sinru, 



on tirera des equations (3) et (4) 

(5) ((.*)=- f r c 

Kj Jo 

2 /"" /"" 

(6) t(x} = - I I sin r a; si n r f(u}du dr. 

De ces dernieres formules, donnees pour la premiere fois par M. Fou- 
rier, il resulte que, si Ton suppose 

\ / t/Q 

on aurareciproquement 

/o\2" /" 

(8) f <^=() / 

\ " / c/o 

et que, si Ton suppose 

(9) ^( a? ) = 
on aura reciproquoment 

(10) f(.r) = 



On voit done ici sc manifester une loi de reciprocity : i entre les 
fonctions f et <p; 2 entre les fonctions f et -|, de telle sorte, que 
chacune des equations (7), (9) subsiste, pour des valeurs positives 
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de OK, quand on echange cntre elles Ics fonctions f et <p, on f et ^. 
C'est pour cette raison quo, clans le Bulletin de la Societe philomatique 
d'aout 1817, j'ai designe Ics fonctions 



sous le nom de fonclions reciproqu.es de premiere espece^ et les fonc- 
tions 

sous le nom de fonctions reciproqu.es de seconde espece. Ces deux especes 
de fonctions peuvent etre, ainsi que les forinules citees de M. Fourier, 
employees avee avantage clans la solution d'un grand nombre de pro- 
blemes, et jouisscnt de proprietes importanies, dont je rappellerai 
quclques-unes en pen de mots. 

D'abord, puisqu'on a generalcment, poar des valeurs positives 
de co, . 

/; x 

Clf . m .,3 




il en resiilte que la fonctio'n 

((*) = *- 
a pour reciproque de premiere espece 



2 \ CO 



et pour reciproque de seconde espece 



On a done, par suite, 



-e- w , / j-^ - sin r ^ dr = - e~ w . 

2 / co 2 -H /- 2 2 



On setrouve ainsi ramene a deux formules donnees par M. Laplace. 



NOTE X. 311 

Lorsqne, dans la derniere do ces formules, on pose CD = o, on retrouve 
la form u le connue 



qui subsistc seulemcnt pour des valeurs positives de la variable x. 
II resulte encore de la forniule connue 



que la fonction 



sc confond avec sa reciproque de premiere espece. 

Solent maintcnant z une variable, clont le module reste inferieur a 
I'untte, et a unc quantite positive. Si la serie 

//\ p/,*v\ /^2r/ \ 

est convergente, on tirera des formules (8) et (10) 

(i4) f(o)+*f(a) -t--s s r(aa) + ...= f-Y f ~ 

et 

i 

/ 2 \2 r x 
\K) J, l ~ 

Si, d'ailleurs, on fait converger s vers la limite i, le rapport 

r z cos ar 



s'approcbcra indefiniment de la limite -> a moins que Ton attribue a r 
des valeurs pen differentes dc celles qui verifient 1'equation 

COS am: r. 

Or, les racines positives de cette equation seront de la forme 
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n etant un nombrc ontier, et b une constante positive liee a la con- 
stante a par la formulc 

(16), a = a7i. 

Cela pose, on reconnaitra sans peinc \voir le 2 e Volume cles Exer- 
cices de Mathemaliques, p. i/|8 etsuivantes (')] qtie, si 5 s'approchein- 
deliniment dc la limite i, 1'integralc renfennee dans le second membre 
dc la formulc (i4) aura pour iimite, non pas 1'cxpressioii 



_ 

r* ' / \ j j ( K\- (., , 

Jf -o(r)dr^-(-J f(o), 



comme on pourrait le croire au premier abord, mais cettc expression 
augmentee decertaines integralcs singulieres dont la somme sera 

E Ia,( )-t-.(p(&)-t-(p(2&) +... I. 
En consequence, on trouvera 

(17) ^f(o)+f(a) + r(afl)+...= f 
* \ 

on, ce qui revient au memo, 

(18) a^ f- f(o) + f (a) + f(aa) + ...] = &[- 9(0) + ?(&) + 9(26)+...!. 

L 2 -I L 2 J 

Ainsi, lorsque la serie 

f(G), f(fl), f(2fl), ... 

est convergente, 1'equation ([8) subsiste entre les fonctions reci- 
proques de premiere espece designees par les lettrcs f et 9, pourvu 
que les nombres a, b verificnt la condition (16). 
II importe d'ob server que la serie 

9(0), 9(6), 9(26), ... 
pent quelquefois se reduire a un nombre fini de termes, et qu'alors , 

(!) OEuvres de Conchy, S. II, t. VI. 



NITK \. 

(17) fmirnil iiiiim'tliatrtuciit la snutiut' dt la seric 

Sl * I, l"| l ', f'i ..|{f !, 

(Test ri< (jut' tmtiH allmt* uiuiitn'r par tin I' 
in a i'firiMiti'fiH'fit 



on ru rniirlurit. *u I'^unt is hi to rut tilt* ( i : ! 

. I ** HIU'.il' 

( ttjl I --- _ - ruir...r tlr .-... - 



suivant ju'-r SIT;I itiltrii 4 ur mi 4ti)u ; riiMtr ti (a. J)i>ni' t si Ton pose* 

.. Hiuw.r 

*" r "" 1 



aunt 



i MI 



ivaiit cjttt* ia vnliitr Ii ,r *cni iuftTii-uri' HiipiTii'un 1 h la r 
posilivi* ca; it alorn, jmur rrtltttn* tVtfiiatinit (17! it la formula 



r r t 

fins . fit# 



* 



par i"iuiHrf|tiiMit i hi lurmttti' 



. 

II 



ii ^uflira iir r|ini*tir lu 



IM itfa Mt|.'irjtt f i 



*//. t* 

M /I 



citl 



furmyfi* c-ji i i*{;ii( lija 

IlKwr^s </i I*, V f, J HI. 



. Ltr*fjtt*mi y pcwp r/ ^ i 
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pour des valeurs de to, renfcrmees entrc les limites 0,211, 
i . sin 20) siuSij) TT 

(22) 



- w H- si n w H 

2 2 



~\ 



Si, dans la formule (18), on pose 

f(#) = 

elle do nn era ' 



(23) 



les nombres a, b etant toujours assujettis a la condition 

ab 2TT. 

Si, dans 1'equation (23), on remplacc a- par 2 a 2 , ct //' par '2b~, on en 
conclura 

les nombres , b etant maintenant assujettis a verifier la condition 
(20) ab = n. 

J'ai signale les formules (18) ct (2/1), avcc la metliode par laquelle je 
viens de les reproduire, dans le Bulletin de la Socie'le philomaliqae 
de 1817 ('), et j'ai developpe cette metliode dans les lecjons donnees 
la ineme annee au College de France. La relation etablie par la for- 
mule (2/1) cntrc les termes des deux series 

(26) i, e~ a \ e~^\ c~ 9a \ ..., 

(27) i , e ' , e " , e ' , ... 

parutdigne d'attention a 1'aiitcur de la Mecaniqae celeste, qui me clit 
1'avoir verifiee dans le cas oil 1'un des nombres , b dcvient tres petit. 
Effectivement la formulc (2/1), quo Ton peutecrire comme il suit, 



(28) 



a ( l- e~ a * -h e~ 4a? 4- . . . 
2 



TC' 



(i) OEuvres de Cauc/iy, S. II, t. II. 
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donnera sensiblcment, si a se reduit a un tres petit nombre a, 



ct, pour verifier cette derniere equation , il suffit d'observer que, d'apres 
la definition des integrates definics, le produit 

(H-e- a3 -|-e- 4al H-...) 

apourlimite 

(29) I e-** dx - n* '. 

J 2 

La formule (18), avec la demonstration que nous en avons donnec, 
pent etro etenduo, ainsi que la formule (24), a dcs valours imaginaires 
de a, renfermecs entrc ccrtaincs li mites. Ainsi, en particulier, la for- 
mule (24) continue de subsister, comme 1'a ditM. Poisson, quand on 
y rein place a- par a-^ i. Elle subsiste meme generalement, quand 
on prcnd pour a- unc expression imaginaire, pourvu que les parties 
reellcs de a ct de b soient nullcs on positives ; ct Ton pent retrouver 
aussi une autrc formule, dednite par M. Poisson de 1'equation (18), 
dans un Memo ire sur le ealcul numerique des integrales definies. 
J'ajouterai que, pour arriver au cas ou la partic reelle de a s'evanouit, 
il convient d'cxamincr d'abord celui ou la meme partie reelle est infi- 
niment petite, mais positive ; ct qu'en operant de cette maniere, on pent, 
de la formule (24), deduirc la somme de certaines puissances d'une 
racine dc 1'equation binome 

(30) x n \, 

n etant un nombre entier quclconque; savoir : la somme des puis- 
sances qui ont pour exposants les carres des n ombres en tiers infe- 
rieurs a n. C'est ce que nous allons cxpliquer plus en detail. 

Nommons p une racine primitive de 1'equation (3o). On pourra sup- 
poser 
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la valeur cle co etant 

/o \ 27T 

(32) to = - , 

, n 

etalors les diverscs racinesdc 1'equation (3o) pourront etre represen- 
tees parcellescles puissances do p, qui offriront desvaleurs distinctes; 
par example, par Ics termes de la progression geometrique 



Si, dans cettc memo progression, Ton rcmplacft los exposants 

o, i, 2, 3, . . . , n i 
par leurs carres 

o, r, 4, 9, ... (n i) 2 , 
on obtienclra une nouvelle suite ; savoir : 

(34) r, p, p*, p 9 , ..., pC'- 1 ' 3 , 

et, si Ton nomine Ola soniine des termes de cette nouvelle suite, on 
aura 

(35) iir=H-p-Hp''-l-p 9 4-.. .-f-pf' 1 - 1 ) 5 , 

on, ce qui revient an meme, 

(36) i2 = n- e">J~ +- e^'-t-}-. . . +- e f -"- l ^ u> ^~. 

Gelapose, O sera evidcmnient cc quc deviont la somrnc des/i premiers 
termes cle la serie (26), quand on y rcniplace a" 1 par co \j i, c'est- 
a-dire, lorsqu'on prencl 

(3 7 ) a= = _ 
Or^ dans ce cas, la for mule (23), ou 

donnera 
(38) 
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H, f*n aduptattt ''th vah'itr di //* virra It's (critics dislirids do la 
spric (,-*. 7^1 >* rcilniri' ait\ deux premier*, cVst-ii-dirc, auxdcux lernics 
du hiunme 



On dttit dnw H^itdMtdrt 1 ii \ir riM|uatitin (u'|) louruir into relation 
I'ntri 1 la MUIIIIH* ri'itri-MMili't' jiar 11 i*l it* litimuu* dont il s'agit. Or, 
iHi'rtivtuirnt. pour uhtiMiir nttr ndatititi, il sutlira di 1 suppuser, dans 



,,'V ' * ""V '. 



nut uit iiitttilire iiiltuimi'iit petit. Dans relic supposition, 

ant In"* iii'ii di "'\"~t, ^ devra tren ncti dillcrpr do 

* W 

, Uiiue, -HI I'm 



i*n mi ; iit 4 Imp* i|ui* 1 ; rt roinnH 1 In rundilion 
ditttncra 



cm, ri' f|tii n*vii*nl mi ttM*fm*. 



it- 



on i*n fiuirhira M'n 



maiftti*uan( ijiti* !* rntiltipiif* par tm ot par *a? IPS Hormnos 
(tiii H i'-j- i, i*n vtit rprd itux 
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supposant a,infmiment petits. Comme chacun des produits 



/ ! > 

n a [ h e~ n "' 

2 



n a [e-a'-He-o-t-') 5 " 2 -+-...], 
/z a [ e-'"- 1 ) 5 * 3 H- e-i 2 "-'!' ''-' -+-...], 



se reduira sensiblement a 1'integralc definic 

r x i - 1 - 

/ e~ x * dx -IT'-, 

/ 2 

-'O 

on trouvera, sans erreur sensible, non sculement 



on, ce qui revientau meme, 



mas encore 



puis, on conclura, eu egard a la scconde des formules (4i) 

1 4. e ~^ + e -* + e -9 5 + . . . 
,, 
42 



' L +e -6'_ t _g-U'- he -94 _,.... 



i -4- e 



D'ailleurs, en vertu de la forrnule (2/1) on (28), le premier membre de 
1'equation (4 2 ) sera equivalent an rapport 



Donc, en supposant que les valeurs de <2 2 , & 2 determinees par les for- 
mules (87), (38), c'est-a-dire, en faisant fevanouir a et 6 J , dans les 
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formules (39), (4o), on trouvera 

Q K- 



ou, cc qni revient au meme, 

- , - 

^ 



(43) Q = 

Mais alors de 1'equation (87) presentee sous la forme 



, _ 2 7T - j \> 

Ct~ - . Q 

n 



on tircra (voir V Analyse algebrique, Chap. VII et IX) (') 



= 



Done la formnle (43) donnera 

(44) <2=^(i + 

En consequence, Ton aura: i si n est de la forme L\x, 

(45) fl = /i(i + \/^7r); . 

2 si ft est dc la forme [\x-\-i, 

(46) fl=/i; 

3 si n est de la forme [\x 4- 2, 

(47) & = o; 
4 si n est de la forme L\.x 4-3, 

(48) fl = /^v/ zr i"- 

Ainsi les formules (44), (45), (46), (47), (48) que M. Gauss a eta- 
blies dans 1'un de scs plus beaux Memoires, et dont M. Dirichlet a 

( l ) OEuvres de Cauc/if, S. II, t. III. 
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a 

donne une demonstration nouvellc en i835, se trouvent comprises, 
comme cas particnliers, clans 1'equation (24) tie laquelle on deduit 
immediatement la formule (44), en attribuant a 1'exposant a 2 une 

valeur infinimentrapproch.ee tie la valeur imaginaire \/~ I > ou > ce 

/i 

qui revient au meme, en reduisant 1'exponentielle e~ fli a une racine 
primitive p de 1'equation (3o). 

11 est important d'observer que, dans les equations precedentes, la 
valeur de O, determinee par la formule (35), pent encore s'ecrire 
comme il suit 

(49) ft = H-a( P 'H-p*+p' + ..:H- p t~) ), 

puisquc, /etantim enticr qaelconque inferieur a- n, on aura genera- 
lenient 

( /)=/ (mod./i). 

Nous avons suppose, dans cc qui precede, la valeur de p determinee 
par la forinule (3i). Pour savoir ce qui arriverait dans la supposition 
contraire, il convientd'examiner d'abord separement lecasou/i estun 
n ombre premier impair. Dans ce cas, si Ton nomine 

h, h 1 , IL", ... 

les residus, et 

i- [' /" 

A , A , /\ , . . ., 

les non-nesidus, inferieurs a /i, les termes dc la serie 

p", p", p h ", ... 
se confondront, a I'ordre pres, avec les termes tie la serie 

(' V 
p, P*, P, ..., P V 2 ; ; 

et, par suite, on aura non seulemcnt 

I -+- p' 1 -+- D lL '-\- p 7i " + . . . H- p*-h p /ir '-i- p /c " + ...= j -h p H- p s -(- . . . H- p"- 1 = 0, 

ou, ce qui revient au meme, 
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mais encore 



Cela pose, la valeur de Q, donnee par laformule (49), deviendra 

(oo) 2 = n-2( 



on inemc 



D'ailleurs, le second membre de la formule (5i) est une fonclion 
alternee des racines primitives de 1'equation (3o), et si, dans cette 
fonction, Ton remplace p par p w , m etant premier a /z, elle changera ou 
ne changera pas de signe,, en conservant, au signe pres, la meme 
valeur, suivant quo m sera on ne sera pas residu quaclratique (p. 282). 
Done, si n est un nombre premier impair, la valeur de determines 
par la formule (35) on (49) nc sera autre chose qu'une fonction 
alternee des racines primitives de 1'equation (3o); et ]a substitu- 
tion dc p' M a p, dans cette fonction, n'aura d'autre effet que de faire 
varier la valour dejQ dans le rapport de i a . Done, puisqu'en sup- 
posant 

p gw/^, 



fn l \ a 

52) tt = n? ( 2 

si Ton suppose au contraire 
(53) ' . p = 

m etant premier a n, on trouvera 

(54) 



Si m cessait d'etre premier a n, c'est-a-dire, s'il etait divisible par n, 
alors la formule (35) clonneraitimmediatement 



(55) 

OKuvffs de C. S. I, t. III. 
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Supposons maintenant quo n soil le carre cl'un nombre premier v, 

en sorte qu'on ait 

n v- ; 

alors ces deux en tiers 

i, 2, 3, . . ., n i, 

qui seront divisibles par v, et clont le nombre sera v, offriront des 
carres divisibles par v 2 ou n. Done, dans le second membre de la for- 
mule (35), v puissances de p, qui oflriront ces carres pour exposants, 
se reduiront chacune a 1'unite. Si d'ailleurs on continue de nommer 

h, /*'; A", 

les residus quadratiques inferieurs a *, on obtiendra, an lieu de la for- 
mule (5o), la suivante: 
(56) ^ = v4-2(p /t 4- P /l '-hp / '" + ...). 

Eufin, si p designe unc racino primitive dc 1'equation (3o), et si, 
parmi les residus quadratiques 

h, h', h", ..., 
relatifs an module 



n=. v 



on considere ceux qui sont equivalents a un memo uombre, represen- 
tant un residu quadratique relatif au module v, ces residus correspon- 
dent a des puissances de p, clont la soinnic sera nullc (p. 248-249)- 
y a plus, pour que cette somme s'evanouisse, il ne sera pas necessaire 
que p designe unc racine primitive de 1'equation (3o), mais seulement 
unc racine distincte de 1'unite. Done par suite si, /i.etant le carre d f un 
nombre premier impair v, p difffcro do 1'unite, la somme totale des 
diverses puissances de p, qui offriront pour exposants les divers resi- 
dus quadratiques, s'evanouira, en sorte que Ton aura 



et 1' equation (56) donnera siniplement 
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Si p se reduisait a 1'unite, la memo equation donnerait 

& = n, 

et Ton se retrouverait ainsi ramene a 1'equation (55). Au restc il esl 
facile dercconnaitre que I'equation (07) se trouve elle-meme comprise, 
comme cas particulier, clans la formule (54), lorsqu'on attribue gene- 

ralement a la notation \~ le sens que lui donne M. Jacobi, etque Ton 
pose en consequence 



Supposons cnfin que n soit line puissance entiere d'un n ombre pre- 
mier et impair v, en sorte qu'on ait 



n =. v a . 



Alors, par des raisonncmcnts semblables a ceux qui precedent, Ton 
pronvera encore que I'equation (54) subsiste, pour des valeurs cle m 
premieres a n, pourvu que 1'on pose generalement avec M. Jacobi 



m m 



Effectivement, m etant premier a n, posons 

P *-'=s. 
C sera unc racine primitive de I'equation 

a? v zni; 

et Ton reconnaitra sans peine : i que, dans le developpement de 0, la 
somme des puissances cle p clont 1'exposant est divisible par une puis- 
sance cle v d'un clegre inferieur a a i s'evanouit; 2 que la somme 
des autres termes se recluit, pour des valeurs paires de a, au nombre 



v- = 



etpour des valeurs impaires cle a, au produit 

n i 

v" T ~(H- S*-hS 4 +...-Hs' v 
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Or, comme on aura pour p = e wv '~' 



q = e 



et pour p = e""** ' 

il en resulte que la somme 
se reduira pour 
et pour 

Done, par suite, pour des valeurs impaires de a, lo produit 



se reduira, tant que mzin seront premiers cntrc eux, a 1'expression 

/ V 1 \ 

I-T~V 

v - ^ 



qui ne different pas de la suivantc, 



en sorte que la formule (54) so trouvera encore verifiee. Par des rai- 
sonnements semblables, on determinera generalcmcnt la valeur que 
prend 0, lorsque, la valeur de n etant 



n = 



m cesse d'etre premier a n ; et Ton reconnaitra que, dans ce cas, Q est 
le produit d'une certaine puissance dc v par la valeur deO qu'on aurait 
obtenue, si Ton cut substitue an module n le denominateur de la frac- 



tion rednite a sa plus simple expression. Si Ton supposait m =v a , 
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on trouverait 



ct la valeur cle O serait precisement celle que fournit 1'equation (55). 
II est facile de verifier sur des examples particuliers les principes 
generaux que nous venous d'etablir. Ainsi Ton trouvera, pour = 3, 



Done alors, ensupposant 



on, ce qui revient an meme, 

27 

"3 



27T , . 27T 

p COS r~ y I Sill n 



I 

1 3^ 

_ H 1 

2 2 



on aura 



tandis qu'en posant successivement 



2 2 



et 



on trouvera, dans le premier cas, 



et dans le second cas 

2 = 3. 

On trouvera de meme, pour n = 5, 

& = l -h pH- p''-H p 9 H- p 16 =: I + 2p 

Done alors, en supposant 



2 TT 



. 1 71 

in-r- 



I 
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on aura 

/- / 27T M 

ii I + 4 COS -=- = 5", 


tandis qu'en posant successivcment 

p _ gSU)/^ p gSM/^ p __ gVMv/-^ 

on trouvera, dans Ic premier ct le second cas, 

. l\Tt . 677 ..I. 

p == I H- 4 COS -p- r= I -(- 4 COS -7T- = 5 , 


on, ce qui revient an memo, 

. 
P 

dans le troisieme cas, 

. 871 . 27T ! 

p i -H 4 cos -=- IH- 4 cos -p- 5 2 , 

o o 

ou, ce qui revient au meme, 

p- 

et clans le dernier cas, 

P = 5. 

De meme on trouvera, pour a? = 9 = 3 2 , 



et, par suite, 

i 

a moins que p no se reduise a I'linite, et lavaleur deft a ccllequedonne 

la formule I 

Si au contraire Ton prend x= 27 = 3 3 , on trouvera 



et, par suite, en supposant 

p 
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on aura 

=3(i-t- 2 p 2 ), 

ou, ce qui revient an meme, 

~ 



tandis que, si Ton pose 

p ewu)/"^ 

m etant premier a 3, Ton trouvera 

1 r- -i 

r o5/ 2W7T / - \ [//I 1 

Q 3 2 (i-f-2COS 5 \/ i) = 

>1 L J 

on, ce qui revient au meme, 



Si m cessait d'etre premier a 27, alors on trouverait : i en supposant m 
divisible une seule fois par 3, 



2 en supposant m divisible par 3 2 = 9, 

& 3 4- 6 -i- 2 . 9 = 27 . 

Passons maintenant au cas ou le module se reduit a 2 ou a une puis- 
sance de 2. 
Lorsqu'on a precisement n == 2, ['equation 

offre pour racines 

i, -hi; 
et par suite la valeur de 

ii r H- p 

se reduit a zero ou a 2, suivant que Ton prend pour p la racine positive 
ou la racine negative. Dans le premier cas, on retrouve la formule (55). 
Lorsqu'on suppose x a 2 =4, 1'equation 
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a, pour racines primitives, 



et 



p 



Alors les valeurs de O que fournit 1'equation 

Q - i + p 4- p'"-H p 9 2(1 Hr p), 

quand on y pose successivcment 
sont 



La premiere de ces valeurs est, coinme on devait s'y attendre, celle 
que fournirait 1'equation (45)- Si Ton prenait pour p, non plus line 
racine primitive de 1'equation 



mais 1'une des deux autres racines i, i, la ionmile 

ii = a(i -hp) 
donnerait, pour p = i, 

&znO 

et, pour p i, 

fl = a.a = 4. 

Lorsqu'on suppose n = 2 3 = 8, 1'equation 

.Z' 8 =1 

a pour racines primitives les expressions imaginaires 



1> '/t 2 ^^ ', 1 

1 arc W etant -^- = 7-, ou, ce qui revient au memo, les expressions ima 
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ginaircs 

T -i- \J i i -+- \j i i \J i -t- i \J i 
V/a v/ 2 \/ 2 V/ 2 

et, si Ton prend alors pour p 1'tine de ces expressions, la valeur de Q, 
generalement determinee par la formule 

Q, = i + p + p*+ p 9 -f- p u -4- p 23 + p 36 -h p"= 2 (i + 2p + p 4 ), 

se reduira simplement a 



Lorsque, dans ce dernier produit, on reduit chaque double signe au 
signe H-, on retrouvc, comme on devait s'y attendre, la valeur de 
fournie par 1'equation (45). Si Ton prenaitpour p unc racine non pri- 

mitive de 1'equation 

x*=i, 

c'est-a-dire 1'une cles racines 



qni verifient 1'equation de degre moindrc 

0:^= i, 
la valeur de li, reduite a 

4(J + p), 

serait evidemment double de celle qu'on aurait trouvee en supposant, 
non plus n = 8, mais = 4- 

On obtiendrait avec la meme facilite les valeurs de (i correspondant 
a 7z=: ^ = 16, a /z = 2 5 =32, etc. 

Concevons main tenant que n, cessant de represcnter un nombre 
premier on unc puissance d'un tel nombre, designe le produit cle plu- 
sieurs facteurs premiers 



eleves a des puissances entieres, dont les degres soient respective- 

OEuvres de C. S. I, t. III. 4 2 
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ment 

a, b, c, . . . , 

en sorte que Ton ait 

(58) n = vW.... 

Alors, en vertu du theoreme IV de la Note VI, si Ton represente par p 
une rapine primitive de 1'equation (i), p sera de la forme 

(69) p = r..., 

chacun des facteurs , Y], '(, ... clesignant une racine primitive de la 
premiere, on de la seconde, ou cle la troisiemc, etc. des equations 

et les n racines de 1'equation (i) scront les n valeurs qu'on obtient 
pour p', en prenant succcssivement pour / tous las en tiers 

o, i, 2, 3, . . . , n i 
inferieurs a n. Soient d'ailleurs 



les restes qu'on obtient en divisant succcssivement 1'exposant /paries 
divers facteurs 



cle 1'exposant n. Comme les valours de X scront en n ombre egal a v a , 
les valeurs de X' en nombrc egal a v' 6 , les valours cle X" en nombre egal 
a v" c , . . ., Jes systemes de valeurs de A, X', X", ... seront en nombre 6gal 
au produit 

v a v"'v" c . . .= n, 

c'est-a-dire, en meme nombrc que les valeurs de /. Done a cliaque 
valeur cle /correspondra un seul systeme do valeurs de X, X', X", . . ., et 
reciproquement. Ce n'est pas tout. Comme les formules 

/ = X (mod.v a ), l~l' 
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entraineront evidemment les suivantes, 

/'==A' (mod.v a ), / l ~A" (mod./ 6 ), /'==V" (mod.v' e ), ..., 



quel que soit 1'entier designe par t, on peutaffirmer quel'equation (09) 
entrainera non seulement la formule 

(61) p l -=^r^'&" . . ., 

mais encore la suivante, 

(62) p' l = ?^'Y]^ '^ l . . . . 

Done, en posant, pour abreger, 
on aura non seulement 

(63) ( ,4.p + p' + p' + ...H-p- 



I l + p-hp I '+p 1 '+...-t-p" | - 1 l' 



X r4--Al4-- 

Ainsi, en particulier, en prenant i = 2, on trouvera 

I 4- p 4- p ; 4- p fl 4- . . . 4- pi"- 1 ) 1 



De cette derniere formule, que M. Gauss a etablie comme nous venons 
cle le faire, il resultc evidemment qu-'une valeur de O, correspondant 
a une valeur donnee du degre n de I'equation (3o), est le produit de 
divers facteurs dont chacun represente une valeur de (i correspon- 
dant, non plus au degre donne n et a 1'equation (3o), mais a Tun 
des degres v a , v'*, v" c , . . . et a 1'une des equations (60). Done, puisqne 
nous avons appris a trouver la valeur de O correspondant au cas ou n 



332 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMRUES. 

est une puissance d'un nombre premier, la formule (65) offrira le 
moyen d'obtenir la valeur de Q dans tons les cas possibles. 

Considerons en particulier le cas ou n est un nombre impair com- 
pose de facteurs impairs inegaux 



V", 



en sorte qu'on ait simplement 



vv v . . . =. n. 



Alors les equations (60) deviendront 

par consequent, la formule (65) sera reduite a 

i + p H-p 4 -+-p 9 +-. . .-hp<' l - l >' 



(67) 



X (i 4- Yl-t- vi* -f- Yl -h . . 4- Y] (*'-"') . . . , 



et Ton conclura de cette formule que la valeur do O, correspondant a. 
1'equation (3o), est le produit de facteurs dont cliacun rej>rescnte une 
valeur deOcorrespondant a Tune des equations (66). D'aillcurs, d'apres 
ce qui a ete ctit plus haut, le premier, le second, le troisieme, etc. 
de ces facteurs represcnteront des sommes alternees clcs racines pri- 
mitives de la premiere, de la seconde, de la troisieme, etc. des equa- 
tions (66). Done, le produit de ces memcs facteurs, ou la valeur de il 
correspondant a 1'equation (3o), rcpresentera une sommc alternee 
des racines primitives de cctte equation ; ct, en raisonnant comme a 
la page 276, on reconnaitra facilcmont que la formule (52) entrain- 
encore, dans le cas dont il s'agit, la formule (5/i). 

Pour montrcr une application- de la formule (67), supposons en 
particulier 



1 5 = 3 . 



Alors on trouvera 



2p 10 (l-h 2p l ) 



2p fl ); 
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et, par suite, si Ton pose 

on aura 

on, ce qui revient au meme, 

fl=(l + ^ + ^)(l + Y] -t-Y) 4 -4-Y) 9 +Yl t6 ), 

attendu que, p etant racine de 1'equation 

J y 

5 = p' sera racine de 1'equation 

et YJ = p racine de 1'equation 

Si, pour fixer les idees, on suppose 

t V/~ 2 7T / . 2 7T 

OZ=:e 1B =COS TT + V I Sin:-} 

1 ID (5 

on trouvera 

i i 

! _L_ 2 ?= 3V/ I. I + 2Y1 + 2t) 4 rr: 5% 

* i *" u, v " 

etpar suite on aura, conformement a 1'equation (52), 
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NOTE XL 

METHODE SIMPLE ET NOUVELLE POUR LA DETERMINATION COMPLETE DES SOMMES 
ALTERNEES, FORMEES AVEC LES RACINES PUIM1TIVES DES EQUATIONS BINOMES. 

Soit 

P 

une racine primitive clc 1'equation 

(l) X n =l, 

et supposons d'abord que n soit un nombre premier impair. Les di- 
verses racines primitives de I'equation (i) pourront etre representees 
par 



p, p 2 , p 3 , -, p"- } , 



ou par 



m etant premier a n. Soit d'ailleurs CD une somme alternee de ces racines 
primitives. Gette somme sera de la forme 

(2) (D = p A -4-p A '+p A "H-. p* p /c ' p k " . ., 

les exposants 

i, 2, 3, . . . , n i 

etant ainsi partages en deux groupes 

h, A', h", ... et k, A', k" , ..., 
dont le premier pourra etre cense renfermcr les residus quadratiques 



et le second les non-residus suivant le module /^. Si Ton suppose en 
particulier ;i= 3, on aura simplement 

= p l p s p 1 p- 1 , 
en sorte qu'une somme alternee (D pourra etre representee, au signe 
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pres, par le binome 

P 1 P" 1 . 

ou plus generalement par le binome 



/ etant non divisible par 3. Si n clevient egal a 5, les binomes de la 
forme p' w p~ wt se rediiiront, au signe pres, a I'LUI des suivants, 



et le prdduit de ces deux derniers binomes, savoir 

(pi_p*)(p_p3) = pi-,-pB_p_p, 

representera encore,- au signe pres, la somme alternee 

tD^p + p^- P --p 3 , 

qui pourra s'ecrire comme il suit : 

(D = (p-p-)(p-p-) 

J'ajoutc qu'il en sera generalement de memo, et que, pour une valeur 
quelconque du nombre premier , la somme alternee CD pourra etre 
reduitc au produit < determine par la formule 

(3) * = (p l -p- 1 )(p a -p-')...(p"" 9 -r ( "- 9) ). 

Effectivement, ce produit, egal, au signe pres, au suivant, 

/ n 1 n+ 1\ 

(p'-p)(p 2 -p' i - 2 )..Ap 2 -p s ), 

changera tout au plus de signe, quand on y remplacera p par p w , attendu 
qu'alors les ternies de la suite 

p, P , P , .... P -i 
se trouveront remplaces par les termes de la suite 
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qui sont les memes, a I'ordre pres, et chaque binome de la forme 

P'-P-' 
par un binome de la meme forme 

p'ni p-'/. 

Done le produit $ ne pourra representer qu'une fonction symetrique 
on line fonction alternee des racines primitives de 1'equation (i). Done 
il sera de Tune des formes 

a, auD, 

a designant nne quantite entiere positive on negative, ct son carre f 2 
sera de 1'une des formes 

a 2 , a 2 (B 2 . 

Comihe on tirera d'ailleurs de 1'equation (3), non seulement 

$_ pH-34-B+... + (-J}( r _ p -J) (, _ p -fl)_ , (, _ p_a(,,_ S J^ 

ou, ce qui revientau meme, 

$^p(V i )(r-p'^)( I _p-)...(,-p^), 

mais encore 

* = (-i)" ! ~p"(~ i ~) (i- P 2 )(i-p 6 )...(i-p-*), 
et par suite 



il est clair que $ a , n'etant pas de la forme a 2 , devra etre de la forme 
a a (D 2 . On aura done 



Or, cD 2 ne pouvant etre qu'nne fonction symetrique de p, p 2 , .. .., p 71 " 1 , 
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et par consequent un nombrc entier, la seule maniere de verifier la 
premiere des equations (4) sera de poser 

On aura done 

a i, 
par consequent 

et toute la difficulte se red nit a determiner le signe qui doit affecter le 
second membre de la formule (5). Or, si, dans la somme alternee 

on remplace generalement 

P' Par - 



cettc somme sera rcmplacee elle-meme par la suivante, 

r/n r/in r/ci r/tn . . . 

- H- H-... - ...= n 1=5 1 (mod./i), 

L'u L'*J L /l J L M J 

tandis qne la somme alternee CD se cliangera on 

(rc--i)==i (mod.n). 

Done, pour decider si, dans la formule (5), on doit reduire le double 
signe au signe -h ou au signe , il suffira de chercher la qnantite en 
laquolle se transforme le developpement de $, quand on y remplace 

chaquc terme de la forme p' par - ct de voir si cette qaantite, 

divisee par , donne pour reste i on H- T. Or, comme le developpe- 
ment de se composera de termes de la forme 

-j- Q l35... 

le signe qui precede p etant le produit des signes qui, clans 1'exposant 
de p, precedent les nombres i, 3, 5, . . ., la quantite dont il s'agit sera 

0uvres de C. S. I, t. 111. tf 
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la somme des expressions de la forme 



+ r,35...| 

~~ L J 



le signe place en dchors des parentheses etant le produit des signes 
places an dedans. Elle sera done equivalente, suivant le module n, a la 
somme des expressions de la forme 

ra 1 

(6) [ i db 3 5 r. . . (n a)]" 1 ". 

Ainsi, en particulier, elle sera equivalente, pour n~ 3, a 

ji ( j)i 2=2 r (mod. 3); 
pour n 5, a 

(, + 3) 2 +( i 3) 2 ( n-3) 2 (i-3) 2 =4= i (mod. 5). 

D'ailleurs, si Ton suppose Je nombrc des lettrcs a, b, c, ... egal a m, 
la somme des expressions de la forme 

(7) (a bc...y n , 

developpees suivant les puissances asccndantes de a, b, c, ..., ne 
pourra renfermer aucun tcrme dans lequel 1'exposant do a, on de &,ou 
de c, s'evanouisse. En e/fet, comme, dans cette somme, deux expres- 
sions qui ne differcront 1'une de 1'autre que par le signe place clevant 
lalettrea, presenteront, en dehors des parentheses, des signes con- 
traires, elles fourniront deux devcloppements, dont Jcs divers termes 
se detruiront mutuellement, a 1'exception de ceux qui renfermeront 
des puissances impaires de a. Done, chacun des termes qui restcront 
dans la somme dont il s'agit sera proportionncl a. une puissance 
impaire de a\ et, comme il devra etre, par la rneme raison, propor- 
tionnel a une puissance impaire de c, ..., il est clair que, dans un 
terme conserve, ces diverses puissances, dont les exposants auront 
pour somme le nombre m, devront toutcs se reduire a la premiere 
puissance, et chaque exposant a l'imite. Done, les souls termes qui ne 
se detruiront pas les uns les autres, seront les termes proportionnels 
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a. 11 produit 



do ttnttos los lotlros <7, h,t\ ...; oU puisquo chaouno dps valours do 
IVxprosMon (-) oUro dans s(u dovoloppoinonl tin somblablo (onuo, 
proeisomont ogal au produit 



i! suflira, pour obh'tiir la sixtnix 1 do ros valours, do nmltipltor lour 
numbro 2'" par co momo prodtiil. Done la SOIIIIIIR don valours do IVx- 
prossitin ( 7 ) sora 



Si muintcnanl on romp!ao< 

par los Mumbros 
lo produil 
doviondra 

* m ( t . -A . .1 . . . in } i . 3 . ,1 . . . { u m i } ; . a . ,'! . 4 ...am. 

Donr, on oorivant ~ an lion lo m, on rootmnaitra quo la Horrimc 
ills expressions (() a pour valour lo produit 

i ,u.;J. ..( o i (iod.). 

Done *t ! HO trans(ttrtm*ni on une soiumo oquivalonto a i, HI Ton y 
remplaoe gonoraiofuont 

I 

r/ par 

d'oii il suit que Pecjuation { * ) ctovra tHrt? red u UP. a 

(X) '|'-ia. 

En d'atttros tonnes, on aura 



*' 
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k, /i', h", ... etant les residus quaclratiques, et k , k f , It", ... les non- 
residus quadratiques inferieurs an modulo n. On se trotiveainsiramene" 
a la belle formule 'que M. Gauss a donnee le premier dans le Memoire 
intitule : Summatio serierum quarumdam singularium, ct qui convertit 
la somme alternee 



dont le carre (D 2 verifie 1'equation 

n 1 

(10) CO-=:( i) 2 n, 

en un produit de la forme 



Or, cette conversion une foisoperee, il dcvient facile, comme Ton sait, 
d'assigner, dans tons les cas, la yalcur exacte de la somme alternee oo. 
On y parvtent, en effet, comme il suit. 
Observons d'abord qu'cn vertu des formulcs 



le premier membre dc 1'equation (9), on la valour do la somme CD, se 
reduira : i si n est de la forme L\x -+- 1, a 

(n) CD ( i)~ T "(p t p~ 1 )(p 5! -p- 2 ). 

2 si n est de la forme (\x -+- 3, a 

attendu que le nombre des entiers pairs, et inferieurs a -n, sera 

! /i I II I . /i I 

a~ r~ = ~~4~~' S1 ~T~~ esL pair ' 

et 

1 //?. i \ / 3 . n i 

* T ' S1 esl impair. 

2 \ 2 y 4 a ' 

D'autre part, si Ton pose 
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on en conclura generalement 



. . . lilt I - 

p p~'=2sin - \f i ; 



, i 



et il est clair quo, pour toute valeur de / inferieure a - n, le coefficient 



de y/ i, dans le second membre de 1'equation ( 14), sera une quantite 
positive. Enfin, 1'on tirera de 1'equation (14) : i en supposant n de la 
forme l\x -+- i , 



n r 

n 1 n 1 / TT 

/ \~7~ T . 2TT . 47T . 2 

( r) " 2 2 sin sin sin ; 

n n n ' 



2 en supposant n de la forme. L\x -h 3, 



(16) 



n r 

n 3 n-1 



= (~i) * 2 2 sin sin sin \J i, 

v ' n n n Y 



Done, si Ton attribue a p la valeur que determine 1'equation (i3), on 
tirera des formules (i i) et (12) : i en snpposant/z de la forme 4-^ +- i, 

n i 

;t 1 f "K 

(17) 03= 2 sin-^ sin sin : 

v x ' n n n ' 

2 en supposant n de la forme l\x + 3, 

n i 

_ 'IT 

._... 2 7T U 7 1 " ^ , 

(18) (D = 2 2 sin sin- 1 sin v i. 

' 11 i >i * 



Or, en substituant 1'une de ces dernieres valeurs de la somme alternee 
CD clans la for mule (10), on en conclura que le produit 



/i r 

^^ TT 



n 1 / 7 

2 2 sin sin sin 

n n n 



a pour carre le nombre n. Done ce produit, qui ne renferme que des 
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i 
facteurs positifs, sera lui-memepositif, et egal aw-. On aura done, quel 

que soitle nombre premier n, pourvu qu'il surpasse 2, 

II ; 1 

(19) 2 - sin sin --sin /i 2 , 



et, par consequent, les equations (17), (18) se reduiront,. la premiere 

ii 

i 

(20) (0 = /iS 

la seconde a 

i _ 

(21) (> = n*^~; 

en sorte que 1'une et 1'autre seront comprises dans la formule 

i _ /-iy 

(22) (JB = /i 5 (v/ i)^ a . / . 

Si main tenant on vent obtenir la valeur de CD corrcspondant a la 
yaleur de p que determine, non plus la formule (i5), mais la suivante, 

2 WTC / - 

(23) pzrzc"^"^ 1 , 

m etant un entier quelconque non divisible par n, il suffira evidem- 
ment dc remplacer, dans la valeur de co que fournit 1'equation (22), 
p par p r;i , ou, ce qui revient au memo, il suffira de multiplier cette 
valeur par 



Done, lorsque la valeur p sera don nee par 1'equation (23), m etant 
premier a /?, la valeur de la somme alternee co deviendra 



Les formules (21), (24) s'accordent avec les formulas (52), (54) de 
la Note precedente ; et cela devait etre, puisqu'cn vertu de la formule 
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(5i) de la meme Note les sommes designees par O et par (D sont tou- 
jours egales, quand, n etant un nombre premier. impair, p designe une 
racine primitive de ['equation (i). 

II n'en serait plus dc meme si, clans les sommes O et (D, on rempla- 
cait p par la racine non primitive de I'equation (i), c'est-a-dire, par 
1'unite, puisqu'alors evidemment la somme O se reduirait an nombre 
n, et le second membre de I'equation (2) a zero. 

Les forrnules (22), (24) une fois etablies pour le cas oil n designe 
un nombre premier superieur a 2, il est facile de les etendre au cas oil 
n designe un nombre impair compose de facteurs premiers inegaux. 
Ainsi, en particulier, soit 



et supposons que, 5, Y] etant des racines primitives des deux equations 

(20) a*!, aj v '= r, 

Ton pose 

(26) p=n- 

p sera une racine primitive de I'equation (i); et, si 1'on nomme 

(0, A, A' 

trois sommes alternees, formees avec les racines primitives des trois 
equations 



x n =. 



de telle maniere quc, parmi les termes affectes du signe 4-, on trouve 
dans la somme alternee le terme p, dans la somme A le terme , dans 
la somme A' le terme Y), on aura, en vertu des principes etablis dans la 
Note VII, 

(27) CO = AA'. 

Soit d'aillcurs m un nombre entier, premier a v et a v', par consequent 
premier a n ; et supposons que, dans les sommes alternees 
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on remplace 

p> E, -n 
par 

p m , "S ri m . 

Les valeurs de 

CD, A, A' 

ne cesseront pas de verifier la condition (27) ; ct, comme, en vertu 
des principcs etablis dans la Note VIII, les valeurs de 

A, A' 
se trouvcront multipliees par les quantites 



dont chacune se reduit, an signc pres, a 1'unite, lavaleur decB setrou 
vera rnultipliee par le produit 



m\ m 



Done, la substitution de p w et p changera ou nc changera pas le signe 
de la somme alternee CD, suivant quo le nombrc m verifiers la premiere 
ou la seconde ties conditions 



m~\ 

."" J ~ 

Concevons, a present, que Ton pose 
['equation (26) donnera 



et, comme on aura, en vertu de la formulc (22), 



on conclura de 1'equation (27) 

\_ _ / v r\ j /v' i \ 3 

(28) CD /^(\/ i) 1 ^ -- 1 ^v a ; , 
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on, ce qui revient au meme, 

V 1 V' 1 1 /"V V"\ 

(29) (fi = (-i)* T- n 

attendu que Ton a identiquement 



j 



. 

2 2 



11 y a plus : comme les n ombres 

v v' vv' i 

_ Pt _ 

c/ i* ^^~-^^^~~-^ 

2 2 

dont la somme 



est divisible par 2, seront tous deux pairs on tous deux impairs, on 
aura 



Done la formulc (29) pourra etre reduite a 



Cette derniere equation suppose que, dans la somme alternee CD, 1'un 
des term.es precedes du signe -+- est 



p e " . 

Si a la valour do CD, fournic par 1'equation (3o), on veut comparer celle 
qu'on obtiendrait en prenantpour 1'un des termes precedes du signe -h 
la valour de p detcrminec par la formule 



on conclura des observations precedernment faites que chacune de ces 
deux, valours de CD est le produit de 1'autre par 1'expression 



I-V+-VH __ i-v + vn _ r v-i m _ 
L * J "L vv J- LvJ I vj~^ 
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Bone, pnisque la premiere valeur est donnee par la formule (3o), 
la seconde sera fournie simplement par I'equation 



et si, au lieu de poser 

on pose plus generalement 



on clevra multiplier par Me second mcmhre do la formule (3i), 
qui devicndra 

nj 

'21 






Les formules (3i) et (82) ne sont autre chose quo los formulcs (22) et 
(2/1), etendues an cas oil n est le produit de deux lac tours impairs et 
premiers v, v'. 11 ya plus: les raisonncmonts dont nousavonsiait usage 
suffisent pour elcndro les formulos (22), (u/j) au cas oil n est le pro- 
duit de deux facteurs impairs quelconques, pourvu quo cos faclcurs 
soient premiers entrc eux, quand on suppose cos memes formules 
separement verifiees pour des valours do n represontoes par ehacun de 
ces facteurs. Done, puisque, 



etant des nombres premiers impairs, les formulos (22), (2/1) se veri- 
fient quand on prond 

n = v, n v', n = v", . . . , 

elles se verifierout quand on prcndra pour n le produit vv' do v par v', 
ou le produit vv'v" de w'par v", . . ., et par consequent lorsqu'ou pren- 

dra pour n le produit de tons les facteurs premiers v, v', v'' 

En resume, si, /z etant un nomhrc impair, et \c. produit do facteurs 
premiers inegaux, cO represente line somino altornoe, formee avec les 
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racincs primitives de 1'equation (i), de telle maniere quc 1'un des 
termes precedes du signe -h soit la valeur de p determinee par la for- 
mulc 



et si d'ailleurs la somme cB est unc fonction altcrnee des racines primi- 
tives, non seulement de 1'equation (i), mais encore de chacune des 
equations que Ton pourrait obfcenir en remplacant successivemcnt 
1'exposant n par chacun de ses facteurs premiers, on aura : i en sup- 

posant n de la forme L\x -h i , 

i 

(33) (& = n*; 

2 en supposant n de la forme L\x -+- 3, 

(34) iD^V" 

Mais si, dans la sommc altcrnee (0, 1'un des termes positifs cst celui 
quo determine la form ale 

-'"^ j~~i 
p = e - , 

on aura : i en supposant n de la forme !\x -+- 1, 

(35) ' 

2 en supposant n de la forme L\x -h 3, 

(36) 0> 



II sera main tenant facile de determiner completement, dans tons les 
cas possibles, la valeur d'une sommc- alternee CD, formee avcc les 
racines primitives de 1'equatiou (i). Considerons particulieremcnt le 
cas on la sommc est unc fonction alternee des racines primitives, non 
seulement de 1'equation (i), mais encore dc chacune des equations 
qu'on pcut obtcnir, lorsqu'apres avoir decompose 1'exposant n en fac- 
teurs premiers entre eux, on remplace successivcment n par chacun 
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de ces facteurs. Alors, d'apres ce qui a ete dit dans les Notes VII, VIII, 
IX, pour que la somme (G ne soit pas nulle, il faudra que, Jes facteurs 
impairs et premiers de n etant inegaux entre eux, le facteur pair, s'il 
existe, so reduise a Fun des n ombres 

4, 8; 
et Ton aura, ou 

(87) (W=n, (Q=n, 

ou bien 

(38) (D 2 = n, &=t 



les formules (87) devant se verifier, par exemplc, quand n est de Tune 
des formes 

/, #4-1, 4(4# + 3), 

et les formules (38), quand n est de I'line des formes 

4,r-i-3, 4 (4^- -hi). 



Nous avons d'ailleurs donne (p. 296, 297) les conditions auxquelles 
doivent satisfaire les exposants 



dans la formule 

CD = p /J + p /l '+ p' 1 " -+-... p /l- p k ' p k " ..,, 

lorsqu'on en cleduit les formules (87) ou les formules (38), et que le 

groupe des exposants 

k, li', k", ... 

renferme 1'unite. Or, de ces conditions on deduira sans pcinc, a 1'aide 
de raisonnerncnts semblables a ceux dont nous venous de faire usage, 
les conclusions suivantes : 

D'abord, si Ton suppose n impair, et 



la seconde des formules (37) sc reduirasimplcment a la formule (33), 
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et la scconde des formules (38) a la formule (34). Alors aussi, en prc- 
nant, non phis 

p e"^" 1 , 
mais 



et sapposant m premier a n, on obtiendra, comme on 1'a clit, non plus 
liquation (33) on (34), mais 1'equation (35) ou (36). 

Supposons a present que, le facteur pair de n etant le norabre 4 on 

designc par u le nombre premier ou non premier 7-5 par 

a, s, p = a? 

des racines primitives cles trois equations 

a? 4 i, o? u =i, a? n =:j, 

enfin par 



cles sommcs alternees, formees respectivement avec ces racines, de 
maniere que, parmi les termes precedes du signe +, on trouvc dans la 
somme A la racinc a, dans la somme A' la racine <;, dans la somme cD la 
racine p. Si Ton pose 



on aura, non seulement 

^ 
p e n 

mais encore 



et par consequent 

(3g) 

Pour savoir si cette derniere formule fournit ou non la' valeur de CD, 
relative au cas ou Tun des termes affectes du signe + se reduirait a 
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il suffira d'examiner si 1'exposant u -f- 4 doit etre cense ou non faire 
partie du memo groupe que 1'unite, Or, commc I'cxprcssion 



se recluit evidemment a 



il suffira d'examiner si i -H 4> divise par 4 donno pour reste i on i. 
Le premier cas a lieu lorsquc u = 7 cst de la forme l\x -h i ; le second 
cas, lorsque n est de la forme L\oc -4- 3 ; et par suites en supposant, dans 
la somme CO, I'un des termes positifs recluit a 



on obtiendra pour cette somme, dans le premier cas, la valeur qui 
determine la formulc (39), savoir 



et dans le second cas, line valeur qui differera seulement par le signe 
dc celle que clonne la formulc (39), savoir, la valeur 



Done, si le facteur pair de n sc rcduit a 4 la supposition 



2 IT; 



p = c 

rcproduira encore, ou la formulc (33) lorsque y sera de la forme 

L\x 4- 1, ou la formulc (34) lorsque y sera dc la forme l\x + 3. Quant 
a la supposition 



elle reproduira, pour la sommc.(D. soit la valour que determine la for- 



NOTE XI. 351 

mule (33) on (34), soit ccttc valour prise en signe contraire, suivant 
quo 1'exposant m fera on non partie du grouped, A', h", ..., qui est 
cense renfermer 1'exposant i. 

Supposons enfin quc, le facteur pair de n etant le norahro 8, on 
designe par u le nombrc premier ou non premier -^> par 

a, q, p = a$ 

dcs racines primitives des trois equations 

X* I , X^ I , X n = I , 

ot par 

A, A', CD 

des sommes allernees, formees respcetiveinent avec ces racinos, de 
rn.an.iere que, parmi les ternies alTectes du signe -+-, on trouvc dans la 
soinine A la racine a, dans la somme A' la racine <;, dans la somme (D la 
racinc p. Si I'on pose 



on aura non scnlcmont 

- a n 

t, 

rnais encore 



Alors aussi, quand la somme alternee A diflerera de zero, elle sera, on 
dc la forme 

(4o) Arr a 4- a 7 a 3 - a* = 2(cc +- a 7 ) = 4 COS v 8 2 , 

on de la forme 

(/ji) A = a H- a 3 a 5 a 7 =r2(aH-a 3 )=:4 sin^- \/ i = 8 2 \/ i, 

et Ton aura, dans le premier cas, 

i /'j i \> 

dans le second cas, 
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Pour savoir si les formulcs (42) et (43) fournissent ou non les 
valours de (D, qui sont relatives au cas ou 1'un des termes affectes clu 
signe -+- se reduirait a 



et qui d'ailleurs different de zero, il suffira devoir si, dans chacunedes 
valeurs de o, les termes c, c' J+/l sont afFectes du memo signe, ou, ce qui 
revient au meme, si 1'exposant u -t- 4 fait par tic du me me groupe quo 
I'unite. Or, d'une part, 1'expression 



8* 



se recluit evidemment a 



et, d'autrc part, u -+- 8, divise par 8, donnera le meme reste que u 
savoir : un reste represente ou non par 1'un des nombrcs i, 7, suivant 
quo 1'cxpression 



aura pour valeur H- i ou i ; ou bicn encore un reste represente ou 
non par 1'un des nombres i, 3, suivant que 1'cxpression 



aura pour valeur -h i ou i. Done, puisquc Ton a 



i u* i v i 



(-0 8 (-0 8 = 
et 

'J' 1 CJ lU'J -31 



les termes 

p el 



seront toujours affectes du meme signe dans la valeur dc la somme cB, 
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que determine 1'equation (4^); mais, dans la valeur de la meme 
somme, determinee par 1'equation (43), ils seront affectes du meme 

signe on de signes contraires, suivant que sera pair on impair. 

Done, si, en supposant 

p - e~ ^ 

on affecte du signe -h, clans la somme alternee to, toute puissance de p 
dont 1'exposant A verifie la condition (9) ou (10) des pages 296, 297, 

on aura, en vertu de la formule (4 2 ) : j0 quand u = ^ sera dc la 
forme \x-\-i, 



2 quand g- sera de la forme L\x + 3, 

(0 = / 
et si, en supposant toujours 



on affecte du signe -t~, dans la sommc alternee cO, toute puissance de p 
dont 1'exposant A verifie les conditions (n) ou (12) de la page 297, 

on aura encore : i en vertu de la formule (43), quand u = - sera de la 

forme !\x-\- 1, 

i _ 

CD = n* / 1 



n 



2 quand u = - sera de la forme L\x -t- 3, 

i 

CD /4*. 

Si, dans la somme CO, formee comme on vient de le dire, on remplacait 
la racine primitive 

^F/r-i 
p = fi v ' 

par la racine primitive 

2/MTC / 

i/- 1 

n a 1 

P e ) 

OEuvres de 0. S. I, t. III. 45 
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772 etant premier a n, cette somme conserverait le memc signc avec la 
meme valeur, ou bien elle cbangerait dc signe, suivant que m serait ou 
ne serait pas un des exposants h compris dans ie groupc qui renfer- 
maitl'unite. 

II importe d'observer que les conclusions diverses auxquelles nous 
venons de parvenir, en supposant successivemcnt le nombre n impair, 
puis divisible par 4 puis divisible par 8, se trouvent toutes renfcrmees 
dans un theoreme general, qu'on pent enoncer simplcinent comme il 
suit : 

THEORIJME. Soil (D une. fonction allern&e, forme'e avec les ratines 
primitives de I' equation (i), el de maniere a verifier ia for mule 



Si I' on suppose que, dans la somme allern.ee (&, 1'iui des lermes prece'des 
dusigne + soil la ratine primitive 



on aura simultane'ment : ou 

i 

ou 

i 

<D 2 := n el CD = n- \/ i; 

en sorte que la valeur de CD sera toujours fournie par I' une des equa- 
tions (20), (21) ou (33), (34). 

Exemples, En prenant 

= 3, p = e?^~ 
on trouvera 

CO - p - p 2 ^ 2 sin ~ \f =: l SV 17 '". 

O 

En prenant 

3 TT / TJ 

n = /i, p e 4 v ~ 1 = e* ', 
on trouvera 

x , ! , 

03 = p p 3 2 sin v i ^ v i . 
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En prenant 



on trouvera : 



p 4- p 7 p 3 p 5 =: 4 COS j- 8 2 



Oil 

TC _ 
CD p -+- pa p s p' 4 sin - y/_ j 

En prenant 


n =. 24, p = e 2v 

on trouvera : ou 






(0 p-4-p s -|-p 7 H-p u p 13 p n p 1D p 23 

= (p8_pie )(p 3 +p ,l_p,__ p lB ) 

/ * / \ ! ! * 

/ . 2 7T / -- \ / , 7T \ 9 5 "5 / - ^ / - 

= 2 sm-;7-\/ f I 4 cos T = 3 2 8-\/~] =24- v ', 

\ -3 / \ 4/ 

OU 

CO=:p-f-p 5 -|-p 19 -Hp 23 p' p 11 p 13 p 17 

= (p>_pi-)(pi + pi_p_p.) 

/ \ / \ J ' i 

/ . 2TT / - \ / . . 71 , - \ - -j - 

I 2Slll-jj-\/ I ) I 4 Sin W I 3 2 8-=r24 2 . 
\ d / \ 4 / 



i. Si, dans la somme alternee cO, formee comme on vient de le 
dire, on supposait precede du signe -h le terme represente, non par la 
racine primitive 

ma is par la suivante 

m etant premier a n ; alors la somme alternee CD offrirait ou la valeur 
que fournit le theoreme enonce, ou cette meme valeur prise en signe 
contraire, suivant que le nombre tn ferait ou non partie du groupc cles 
nombrcs ci-dessus rcpresentes par 

h, h 1 , h", ... 

(voir, pour la determination de ces memes nombres, les pages 2,96 
et 297). 
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Nous terrninons cette Note par une observation qui n'est pas sans 
importance. 

Supposons quo, dans le cas ou Ton prend 



9 
la somme alternec 



27u , 

V/-1 

_ n * 



(44 J (D = p ; ' -h p h> 4- p 7i " H- . . . p* p*' p r ... 

verifie 1'equation 

(G 3 =:n; 

la meme equation sera encore verifiee quand on prcndra 



si m est premier a n. Mais, si m cesse d'etre premier a n, alors en 
prenant 

gwrc r^i 
p = e n 

on troavera to uj ours 

/ / ** \ /r\ -. 

(4o) co_o, 

comme on va le faire voir. 

Pour quo la somme verifie 1'equation 



il est necessaire, comme on 1'a dit, quo les facteurs impairs et premiers 
de n etant inegaux, le facteur pair, s'il cxistc, se reduisc a I'LIII des 

nombres 

4, 8. 

D'autre part, lorsque dans la formule 



mcessera d'etre premier a n, p deviendra une des racincs non primi- 
tives de 1'equation 
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Done alors, si n designe un nombrc premier impair, on le nombre 4, 
on le nombre 8, p se reduira, dans le premier cas, a 1'unite ; dans le 
second cas, a Tune des racines 



de 1'equation 

dans le troisieme cas, a 1'une des racines 

de 1'equation 

Or, clans ces trois cas, la formule (2), que Ton doif, en supposant le 
termc p precede du signe -+- , reduire, pour n = 4, a 

p p > 
et pour n = 8 a 1'une des suivantes 

L0 = p+p 7 p 3 p s , () p-hp 3 p5 p', 

donncra evidemment 

Si main tenant on suppose 

/i = vvV..., 

v, v', v", . . . etant des facteurs dont cbacun se reduise a un nombre 
impair et premier, soit a Tun des nombres 4> 8; alors la racine primi- 
tive 

p e~ 
pourra etre presentee sous la forme 

<;, Y], '(,... designant des racines primitives propres a verifier respecti- 
vement les equations 
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et la somme CD, formec avec les puissances de la racinc primitive p, 
sera le produit des sommes alternees 

A, A', A", ..., 
respectivement formees avec les puissances des racines primitives" 

r y 

c, -n, C, 
Or, remplacer, clans la somme altcrnee 

cD=zAA'A"..., 
la racinc primitive 

par la racinc non primitive 

_ p n. V~ ] 

p e , 

revient a substituer, dans la somme CD, le produit 



an produit 

par consequent a substituer, clans les sommes A, A', A" 

Or. en vertu de ces dernieres substitutions, une ou plusieurs des 

sommes 

A, A', A". ... 

s'evanouiront, suivant que le nombre m cesscra d'etre premier a un ou 
a plusieurs des facteurs 



v, v, v, ... 
done aiissi la soinme 

CO A A' A"... 



s'evanouira elle-meme, et Ton pqurra enoncer generalement la propo- 
sition suivante : 
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TIIEOREME II. Soient p line des racines primitives de I' equation 

x n _ r 

el 

(46) Q p/'-hp'^p'*"-!-.. ._p*_p*'_pA" > .. 

line somme alternee de ces racines qui verifie la condition 



Si, dans cetle somme alternee, on sabstitue a la racine primitive p line 
racine non primitive, en prenant par exemple 



el supposant que le nombre m cesse d'etre premier a n, la valeur de la 
somme (>, que deter minera la for mule (i i), sera 



NOTE III. 

FOUMULES D1VERSES QUI SE DfiDUISENT DES PR1NCIPKS ETABLIS 
DANS LA NOTE PHECEDENTK. 

Soient toujours : 

n un nombre cntier quelconquc ; 

A, k, /, . . . les cutlers inferieurs a n et premiers a n ; 

p 1'une des racines primitives de 1'equation 



. p* p*' p*" , 



unc somme alternee formec avcc ces racines primitives, les en tiers 

A, A, /, ... 
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etant partages en deux gronpes 

h, h', h", ... et A-, k', k" , ..., 

detelle maniere qu'un changement opere dans la valeur de la racine 
primitive ppuisse produire nn changement dc signe dans la somme CD, 
sans avoir jamais d'autre effet snr cette somme, et que 1'unite fasse 

partie du groupe 

h, h 1 , h", .... 

Enfin, considerons specialement le cas oil la somme CO verifie la con- 
dition 

( 3 ) CO 2 = . n ; 

ce qui suppose les factcurs impairs de n inegaux, le facteur pair, s'il 
existe, etant Tun des nombres 4, 8. Si Ton pose 

(4) p^/^" 1 , 

on aura, en vertu du premier theoreme de la Note precedente : ou 

i 

(5) CD 2 n et CD = n-, 

ou 

1 

(6) CD 2 =r n et (0 n^ (/ i, 

les equations (5) etant relatives an cas oil n cst de 1'une des formes 



et les equations (6), an cas ou n est de 1'une des formes 



D'ailleurs, en vertu des formules(3), (4). la sccondo. des equations (5) 
donnera 



(7) 



2/l'r. 3/f7T 2/.-'7T 5 

cos 1- cos 1- . . . cos cos . . . n?, 

n n n n 

. 2/iTT . 2/i'TT . 2/i'TT . 9, A'' T. 

sin 1- sin H- sin sin . . .= o; 

n n n n 





2 A'T: 


2/iTT 


2//7T 


n 


n 


11 


Ai 


2//7T 
c.i n .. 


. 2 h' 7T 
u sin _i_ 


. 2 k 7t 

- ci n 


. 2/v'TT 

01 11 



NOTE XII. 361 

et la seconde cles formules (6) donnera 



(8) 



II y a plus : si, m etant un nombre impair premier a n, on pose 

(9) p = e~ ', 

alors, en designant par i m un coefficient qui se reduise a 

-hi o u a i , 

snivant quc le nombre m fait parti e dn groupe 

h, A', h", ... 

If If' lc" 

K, K , /f , . . . , 

on aura, en vertu des principes etablis dans la Note prececlente : on 

i 

(10) <^ i m n\ 

et, par suite, 

2m/iTC 2m/i'7T 2/?l/C7T 



on du groupe 



zm hit . imh'-K 
sin -- h sin 



. link-it . 
sin -- sin 



on 

(12) 

et, par suite, 

2 m h re 



(0 = 



2/JI//7T 



cus 
/i 


t- uus 


" t 
n 


n n 




iinlm 




27?l/j'7T 


2 m k TT 2 wt /: ' Ti: 




n 




/i 


/^ /i 
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On aura d'aillenrs : i si n est impair, 



2 si ra est divisible par 4, niais non par 8, 




3 si n est divisible par 8, et de la forme 8(4# + ' ). la valour cB etant 
fournte par 1'equation (10), ou de la forme 8(4# H- 3), la valeur de CB 
etant fournic par 1'equation (12), 

(16) 

4 enfin, si n est divisible par 8 ct de la forme 8 (4.x -+- 3), la valeur 
deco etant fournic par 1'equation (10), ou do la forme 8(4a?-f-i), la 
valeur de cfi etant fournie par 1'equation (12), 





(17) i,=(-0~ 



M. Gauss est parvenu le premier aux formules (n) et (i3), qu'il a 
donnees en 1801, dans ses Recherches aritlimetiques (356], pour le 
cas ou n est un nombre premier, mais sans determiner le signe du 
coefficient i m , dont la valeur numeriquc sc reduit a I'unite. C'cst dans 
le Memoire intitule Summatio seriemm quarumdam singuiariam que le 
meme geometre, en reprodnisant les formules (n) et (i3), les a de- 
duites d'une methocle qui lui a perrnis de fixer le signe de i ni . 

Si, dans la valeur de p, que fournit 1'equation (9), le. nombre m 
cessait d'etre premier a n, alors, en vertu du theoreme II de la Note 
precedente, la somtnc alternec t), que determine la ibrmulc (2), se 
reduirait a 

(18) (D = o; 
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et, par suite, on aurait simultanement 



2wi A TT imli'r: iinkit 

r* Q c -,_--_,,_ , \ , f> Q g - _T ._, p f\ c rt r\ c 

' ' ' 



n n n 

. awArr irnh'-x . zmkr. . a/n/c'i: 

sin 1- sin h. - . sin sin . . . o. 

n n n n 

Done, si 1'on veut etendre les formules (n) et (i3) au cas oil les 
nombres m et n cessent d'etre premiers cntre eux, il suffira d'ad- 
mettrc quc, dans ce cas, la valeur du coefficient represente par i m est 
nulle et verifie ['equation 

(20) . l w=0 . 

Avant d'aller plus loin, nous rappellerons ici qu'cn vertu des con- 
ditions enoncees a la page 296 et a la page 297, les deux nombres 

i , n i = j 

et, par suite, les deux nombres 

/, n 1 = / (rnod./i), 

/ etant inferieur a n, mais premier a n, appartiendront a un seul des 
deux groupes 

A, A', h", ... el k, ft', k", ..., 

ou I'un au premier de ces groupes, 1'autre au second, suivant quc la 
somine altcrnee (D sera determinee par la formule (10) ou par la for- 
mule (12). Done, si Ton represente par 

A, A', h", ... ou par k, k 1 , '', . . . 
les seules valeurs de h ou de k inferieures a - n, alors, dans la somme 

2 

alternee cD quc determine la formule (10), le systeme entier des valeurs 
de h pourra etre represente par 

A, A', A", ..., n A, n A', n h", ..., 
et le systeme entier des valeurs de k par 

k, /c', k", ..., n /c, n k', ri k", ...; 
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mais, au contraire, dans la sommc alternee que determine la for- 
mule(i2), le systeme entier des valeurs de h pourra etre represente 
par 

A, k', h", . . . , n k, n k', n k" , . . . , 

ct le systeme entier dcs valeurs de k par 

k, k 1 , k", ..., n h, n h', n h", .... 
Gomme on aura d'ailleurs generalement 

il est clair qu'a la place de laformule (2) on obtiendra, dans le premier 
cas, 1'equation 

et, dans le second cas, 1'equation 

Par suite, on pourra facilement constater 1'exactitudc de la seconde 
des formules (u) qui se trouvera rcrnplacee par une equation iden- 
tique, comme la premiere dcs formules (i3), tandis que la premiere 
des formules (n) se trouvera reduite a 

imln: stm/i'it iinkix ^ imk'K i 5 

I 20 ) COS "-'-'-i '--- j COS - ~T~ * ~~* COS .--_,__....., COS "' -~~ ... ~~" I tit ft * 

v ' n ii n n 2 

et la seconde des formules (i3) a 



/ n ft \ C I t"l I C 1 II _ I . C 1 1 1 .-ui-.uiLj-.u _ . C I M - - - ...... -T-.--..-.--II--H - - i j * 

\ <ALL I 3111 I O I H - - - r^ 4 3111 rui-iuLj.^ 1 1 1 * ti tit f It 

x ' n 11 n n 2 

Des observations que nous venous de faire on decluit encore une 
conclusion qui pent etre aisement verifiee a 1'aide des formules (i4) 
(i5), (16), (17) ; savoir, que Ton a generalement 

(25) [_.!=,, l- m =L, n , 

quand la somme alternee CD satisfait a Tequation (10), et 
(26) i-, = -ii, *- = -, 
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quand la somme alternee satisfait a 1'equation (12). On peut aussi, 
a 1'aide des formules (14), (i5), (16), (17), s'assurer facilement que, 
si rentiers est decomposable en deux facteurs premiers ou non pre- 
miers [A, p.', 1'equation 



entrainera la suivante 



Pareillement une equation de la forme 



entraincrait la suivante 



Soit maintenant N le nombre des en tiers 

h, *, /, ... 

inferieurs a /?, mais premiers a n. Ceux d'entre eux qui ne surpasse- 

i N 

rontpas - n seront en nombre egal a -, et, parmicesderniers, lesuns, 

dont nous designerons le nombre par z, seront ceux que representent, 
dans les formules (28), (24), les lettresA, A'..., tandis quelesautres, 
dont nous designerons le nombre pary, seront ceux que representent, 
dansl.es memes formules, les lettres/f, k', Cela pose, on aura neces- 
sairement 

/, , . . N 

(3i) i+ 



2 



D'autre part, clans la somme alternee (0, le nombre des termes affectes 
du signe -+- cst egal au .nombre des termes affectes du signe , par 

consequent a lamoitiedu nombre total cles termes ou a -N. Or, com me 

la somme alternee to, lorsqu'elle verifiera la formule (10), offrira une 
valeur determinee par 1'equation (21), on aura necessairement dans 
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cette hypo these 

21=*, a'=* 

2 ' 2 

et, par suite, 

N 

/O\ * 

(82) 



Des forrnules (n) et(i3), ou (23) et (24), combineesavecles equa- 
tions counties qui servent a dcvelopper les fonctions en series ordon- 
nees suivant les sinus on les cosinus des multiples d'un arc, on deduit 
aisement divers resultats digues de rcmarque, et en parti culier ceux 
que M. Dirichlet a obtenus, a 1'aide de semblablcs combinaisons,dans 
plusieurs Memoires qui ont attire 1'attcntion des geometres. Concevons, 
parexeraple, que Ton combine les formules (n) et (i3), on, ce qui 
revieut an meme, les formules (10) et (12), avec 1'equation 



/* " /" " 

n {(&)=. I "i' (it) da-}- -2 

(33) 



i \ 
cos - - - 



quo Ton deduit de la formule (77) de la page 867 (') du deuxieme 
Volume des Exercices de Mathematigues, on y remplagant 

a par n, x par o, X par a, 

et qui subsiste, pour des valeurs cle a inferieures a n, entrc les limites 
x = o, x = a de la variable x, dans le cas ou la fonction f(a?) reste 
continue entre ces limites. Comme, en prenant 



(*/\ 27r 

(34) w 



on aura generalement 



u) . . 

cos - - - =i cosmw(.a; M) = cosmw^ cosm&H* + sin 



( l ) OKwres de Caucky, S. If, T. VII, p. 4.10. 
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si Ton suppose la quantite a positive et superieure a n - r, mais infe- 
rieurea n, on tireradelaformule (33) jointe a laformulc (10) 011(12): 
i en admettant que la somme alternee iG soit determinee par la for- 
mule (10), et que Ton ait en consequence i_ m = t TO , 



(35) 



-/f s [f(/0 + f(A')-H...- 



/" ,-. 

COS COM f( ll)du 4- tj / 

"^ 



2 en admettant que la somme alternee CD soit determinee par la for- 
mule (12), et quo Ton ait par suite L_ W = i m , 



(36) 



- n" 2 [f(A) -t- f(A') +-. . .- f (/c) - f(/r') -. . .] 



/'" J 
= t t / si 

-/ 



sncow 



/" 

2 / si 

"^ 



r 

/ sinScou f(tf 
Jt\ 



Les formules (35) et (36)supposent, comme les formules (n) et(i3), 
que h, A', h", . . . representent les diverses valeurs cle A, et , fc'^k", . . . 
les diverses valeurs cle k, renfermees cntre les limites o, n. D'ailleurs, 
en vcrfcu cle 1'equation (20), on doit, dans les seconds mcmbres des 
formules (35) et (36), remplacer par zero le termc general i m cle la 
suite 



toutes les fois que le nombre entier m cesse d'etre premier a n. 

On pent rcmarquer encore que Ton a, pour des valours quelconques 
cle co, 



(37) r 

<Jt\ 



, 
cos m w u da 



sinnitoa 
nito 



sin mutt, du 



Or, de ccs dernieres equations, differentiees / fois par rapport a o), on 
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conclut : i pour dcs valeurs paires de /, 



(38) 



i 

\ I u'cos 

} JQ 



, . , ( l) 2 r,/ I COSWCOft 

' sin m co u da = r - 1); : 

m' m co 



2 pour des valeurs impaires de /, 



(39) 



u l cos www 



( i) '- { [ cos m co a 

, J) w ; 

i' ji> r.\ 



r / 

/ w sin 

^0 



m' 

/ + ! 

:-o 2 



la notation Dfj indiquant / differentiations relatives aw. Cola pose, on 
pourraaisement faire disparaitrc les signes d'integration contenus dans 
les seconds mcmbres des formules (35), (36), toutesles Ibis que f(o;) 
represcntera line fonction cntiere do x, composee d'nn nombro fini ou 
rneme infini de termes. Si cettc fonction cntiere est de plus nne fonc- 
tion paire de x, on tirera dc la formulc (35), jointe a la premiere des 
formules (38), 



(4o) ( 



flvLZLLDc,) U^^ 

CO " \ / 2 CO 



on de la formute (36), jointe a la scconde des formules (38), 



(40 



T coscoa 
co 



r _. \ i cos 2 co a 
D 



2CO 



H- 



//V/ J \i-cos3coa 

'3 i ( -^-g D Q 5 

\ 3 y 3co 
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Si an contraire f(a?) est unc fonction irapaire cle x, on tirera cle la for- 
mulc (35), jointe a la premiere des formules (89), 



(42) 



[f( A 



4-. . .- f(/r) - f (*') -. . .] 



i cos to # 




4- i f 



_ 
Deo 



TY 
D 



i cos2coa 



cos 3 co a 



ou cle la formule (36), jointe a la seconde des formules (89), 



(43) 



cf I n 

L! f(y i D 



Sincoa 
co 



f( vL_!.Dco 



f(*')-...: 

sin 2 co a 



2CO 



^ 

w 



3co 



Aii reste, Ics formules (4o), (4i), (4^), (43) sont comprises comme 
cas particuliers clans celles que nous aliens etablir. 

Si, clans le second mcmbre de 1'equation (35), on transformers 
cosinns en exponentielles iinaginaires, on tirera de cette equation, en 
prenant pour f (a?) une fonction entiere de x 

J [f( A) -t- f(/i') 4-... -f(A-)-f (/:')-..-] 



-Dw) C 
/ Jo 
\ / " 

iDw) / 

/ Jfl 



et, par suite, 



(44) 



[f(/0 4- f( A') + . . - f(/0 - *W - 



CO V/ I 



4-- 



2 W I 



4- l t \ 



OEuvres de C. S. I, t. III. 



4; 
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On tirera au contraire de 1'equation (36) 

-=L= n 5 - [f(/0 H- f(A') +. - .- f(*) - f(/c') -. . .] 
V/ i 

1/CT7 



~n / 

_ tl f(_y/~Dw) / e w 'V~rf w uf( -Deo e-**" du . . . 

J \ 

et, par suite, 



(45) 



26) 



On ne doit pas oublicr que les formulos (4o), (4a), (44) correspon- 
dent a 1'equation (10), et les formules (40> (43), (45) a 1'equa- 
tion (12). Dans ces diverses formules, la quantite a doit etrc non sett- 
lement positive, mais superieure a n i et infericure a n. On peut 
meme supposer qu'ellc atteint la Hinttc n, et, clans cctte liypothese, 
apres avoir effectue les differentiations relatives a to, on verra le pro- 
duit w(2 se reduire a 211, et les exponentielles de la forme 

g mwa/ 1 QJJ Q/nu>a^-l 

a 1'unite. 

Pour montrer line application des fonniilcs qni precedent, concevons 
que, m etant un nombre en tier quelconque, Ton pose 

t(x) = x m , 
et faisons, pour abregcr, 

(46) A //f z= A" 1 H- A" M H-. . . k"> k' m ---- 

On tirera des formules (4o) ou (4 1 )* pour des valours paires de m : 
i en supposant co 2 = n, 






r A \\m 2 

(47) (-i)--n-^ n -U u -~ +-_ 



_.. __ 
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2 on supposant tO 2 = n, 

in \ . 

i iVa'nSA T\"if T cos co a u i cos 2 w a i 3 i cos 3 w a 
I -/i A/ = D (1 ) Ui -- 1-- -- (- - -- - -- h.. 

2 \ 0) 2'" 2 CO 3'" 3 CO 

On tircra au contraire des formules (42) et (43), pour des valeurs im- 
paircs do m : 1 en supposant (D /?, 



TV/', I ~ COS(0fl . '2 i cosataa i, i cosSwo 

- - -- - 



&> 2'" 2W ' 3'" SCO 

2 CMI supposant (Q- = n, 

~ r - sinwff u sinawa t 



m s / 
(5o) (- 






D'ailleurs, O designant line function quolconque cle co, on aura gene 
rale men t 






I 1.2 

et, par suite, 



Done, en designant par / un nornbre entier quelconque, et posant, 
'apres les differentiations, 

2TU 



tfco 27T, 



on trouvera, pour des valeurs paires de w, 



sin/co m _ t _ l [ 2 . 3 . . . m M . ^ . . . , 

I-' (ii ft T~ \~^7, * , _ __ \ m . 



(27T)'" (2U)" 1 -" 1 ' ' ' (2TT)- 

W n> ' - jj^if 3 ' 4 "^^ 5 - 6 '--^ /t . + J_ /, 1 

JJtJ o.) ~ [(aTT)'"- 1 (27T)" 1 - 3 277 J' 

et, pour des valeurs impaires de m, 

-_+ ["3.4...^ 0.6... /n _m_ ^J 

~~ IX 2 ^)'""" 1 (27T)'"- 3 ' (27T) 2 J 
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Done, si Ton pose, pour abreger, 



~ ^-\- ~ H- ~ 



3,= m- - -4- -+-. . ., 3,~ i^-\- ~ H- ~ 4- 



et generalement 



on tirera clcs formules (47) et (49)> on supposant cD 2 = 71 : i pour des 
valeurs paircs de T?Z, 

wi ( m 2) (771 o m L_ s-3.4 .../ 



2" pour des valeurs impaires dc w, 

( Wl 2) (m 



,, . 
(53) 4,,, = 



raais, en supposant (.D 2 = -^ /i, on tirera des formules (/|8) et (5o) 
i pour des valeurs. paires dc m, 



2 pour des valeurs impaires de m, 



/- t v A H 

(D5) *=-. --, 



a. 3. 4- . ./?* 1 

... (27r) ,,. a.J 



Ainsi, en supposant (D" = n, on trouvcra sacccssivoment 

o"i, - 3 pi. - 

(56) A o, A, o, ^-^n-, A 3 =-^|/j a , 

tanclis qu'en supposant (.D 2 = /z, on trouvera 

(5 7 ) Ao^o, A 1 = -J, A, = -J, 
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Comme on a d'ailleurs 

A = h 4- A' H- . . . / k'o . . . , 
A, = h 4- A' H- ... A- - A-' . . . , 
Aj = li- 4- A' 2 -i- . . . A- 2 k'- . . . , 

'A 3 A 3 4- A' 3 + . : . A- 3 - A-' 3 . . . 



il est clair que les equations (56) on (67; feront cohnaitre les diffe- 
rences qu'on obtient, quand clu nombre des valeurs diverscs cle h, ou 
de la sonimc de ces valeurs, on cle la somme de leurs carres, cle leurs 
cubes, otc., on retranche le nombre des valeurs de k t ou la somme de 
ccs valeurs, on la somme de leurs carres, de leurs cubes, etc. On 
conclura en particulier de la premiere des equations (56) ou (57), 
c'est-a-dire cle la formnle 

A = o, 

que le nombre des valeurs cle h est toujours, comme nous le savions 
d'avanco, egal au nombre des valours dc k. On conclura en outre de la 
seconde des equations (56) que, dans le cas oil verifiera la condition 



la somme des diverses valeurs de h equivaut a la somme des diverscs 
valeurs dc k. C'cst au rcste oe qu'il etait facile de prevoir, puisque 
alors les valeurs de h etant deux a deux de la forme 

/, n /, 

la somme de ccs valeurs doit se reduire, en meme temps que la somme 
des valeurs de k, au produit 

i N N 
-- n = T- 

22 4 

Ainsi, par cxcmplc, si Ton prend n = 5, on aura'N = i\, 

fOrrp-f-p 4 -p 2 -p 3 , 

A-h A' i + 4, A: -h ^=2 + 3, 
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Pareillement, si I'on prend n =-21 =3.j, on aura N= 2.6= 12, 

= P -t- P *-h p 5 H- P' C H- p n -f-p 20 - p 2 - p 8 - p 10 - p 11 - p 13 - p 10 , 
A.+. A'-l-. . . j -h 4 -h 5 -hi 6 -4-17 + ao, 
/ f _i_ x-' -+- . . . = 2 -+- 8 -h i o -h r i -+- i 3 -h 1 9, 

12.21 
"T"' 



. 2 1 



II importe d'observer que, parmi los valours do -%, Ics scules quan- 
tites 

^2 ^4> ^GJ 

entreat dans les seconds membrcs dcs ibrmiilo.s (50), ot Ics seulcs 
quantites 



dans les seconds membres dcs formulos (^7). JI on resultc quo les 
diverses valeurs do A TO , c'est-a-dirc les ( livers tonnes de la suite 

A,, A., A 3 , A 4 , ..., 

sont lies entreeux par cles equations de condition quo Ton obtiendra 
sans peine en eliminant 

3 2 , 3 4 , ... 

entre les formules (56), ou 



entre les formules (37). Ainsi, en particulier, si Ton suppose cD 2 = n t 
on trouvera, en vertu des formules (56), 

(58) A,= ?A 8 ; 

ou, ce qui revient an meme, 



On trouvera, par exemple, pour n 5, 
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pour Tz 8, 

tB p-hp 7 p p 5 , 

A 5 =H- 7 _3*-5=i6, A 8 =n- 7 '-3-5 1 =i 9 2 = 3.8^; 
pour n 12, 



CO p + 
5 s 7=48, A,= n-ii 5 1 7 = 864 = 3. 12 



pour /i = i3, 



CD=:pH-p 3 4-p v -hp 9 4-p 10 H-p t2 p 2 p^ p 8 p 7 ~p p 11 , 
A 2 = t -+- 3 2 -{- 4 2 -{- g 2 -Mo 2 -f-i2 2 a 2 5* 6* 7 s 8 s n s 5a, 
A 3 =tH-3 3 -h43- 1 _ 9 3 H _,o3+ J 2 3 -2 3 5 2 6 J 7 I 8 3 - r i 3 ioi4-3. i3 

* 

pour n = 17, 



3 2 5 2 6 4 7 5 io 2 iT is 5 i4 5 =i36, 
A 3 n-2 3 -^4 3 +S ? 4-9 3 +i3 3 -f-j5 3 -hi6 :s 3 3 5 3 6 3 7 3 io 3 n 3 -i2 3 i4 3 

pour /i = 21, 

(D = p + p 4 -{- p s -(- p -(- p 17 -t- pso p 2 p 8 p 10 p 11 p u p 19 , 
A 2 i + 4 2 + 5 5 -t- i6 2 + i 7 2 -i- 20'- 2 2 8 2 jo 2 n 2 i3 2 iQ 2 168, 

f* O 

A 3 = i 4- 4 3 -i- 5 3 4- i6 3 + i7 3 -h 2o 3 2 3 8 3 io 3 ii s 13 3 J9 3 = 0292 = 3. 21 ; 

etc. 

Si Ton suppose, aii contraire, (&* = n, on aura, en vertu des for- 

mules (67), 



(5g) A 2 =/iA!, 

ou, ce qui revient au meme, 

-(- /r' 2 + . . . A 2 A' 2 -. . .= n(A- -h 

On trouvera, par exenaple, pour = 3, 

(D =p p 2 , 

Aj = 2 I=rr, A 2 ^ 

pour n = 4. 

CD = p-p 3 , 

A! 3 [ 2, A 2 = 3 2 1 = 8 = 4.2; 
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pour n = 7, 

(D = p + p* -H. p* _ pa _ p _ pG, 

A! =3 +5 +6 i 2 4=7' 

i - 2 '-_4 2 49 = 7.7; 



pour n = 8, 

(0:=p+p3 p5 p 7 , 

_A 4 = 5 + 7 i 3 = 8, A, 5 2 +7 2 i--3 2 =64 = 8.8; 
pour n = 1 1 , 

(D p + p 3 + p'" + p 5 + p 9 p 2 po p 7 p 8 p 10 , 
A ;=: 2 +6 +7 +8 +10 i 3 4 5 9 = i r , 

pour n 1 5 = 3.5, 

A, 7+n+i3+i4 i 2 4 8 = 3o, 
pour n = 19, 

-A t =2 +3 +8 +10 +12 +i3 +i4 +i5 +18 i 4 5 6 7 9 n 16 17 =r 
-A,=2 2 +3 2 +8 2 +io 2 +j2 2 +i3 J +]/i 2 +i5 2 +iS 2 i 4s_5_6 s 7* cj 2 ~ii s i6 s 17*= 

pour /z = 20, 

A t =ir +13+17+19 i 37 9 rr/io, 
-A,=:ii 2 -+i3 2 +i7 2 +i9 2 i 3 2 f 9 2 =800 = 20.40; 

etc. 

II est bon d'observer encore quc la valcur dc-i /n est positive, etmeme 
ordinairement renfermee entrc cleslimites qu'il est facile d'obtenir. En 
effet, cette valeur qui, en vertu dela formule 

(60) ' i l=I , 

pent etre reduite a 
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sera evielemment comprise entre les limites 



ii 



ou, ce qui revient au meme, entre les limites 



Or, commc, en prenant m = 2, on a, en vertu cles formules connues, 






il en resulte que 3 Z et, a plus forte raison, 3 3 , ^ /( ,... sont positifs et 
renfermes entre les limites " 



2 i ,6449- o,355i . . .. 
Gomme, d'ailleurs, les nombres de Bernoulli 

~ j 'T~"> "/ y ' * ' 
2 GO L|2 

verifient les equations 

I I I 27T 2 

2 2 3' 2 ' ' *~~ 6 J .2* 

r i i ?. 3 Tr ; 



i T^ T i oT I > o / ' 

2 V . 3* 3o i .2.3.4 

r i i 2 5 7r 

T + ^~ I "P~ I ~ 4^ 1.2.3.4-5.6' 



il en resulte quo. les quantites 

5 2 , ^ 4 , 3 6 , ... 

sont respectivcment superieures aux produits 

I 27r 2 I 2 3 TT 4 I 2 5 7T 6 



6 i. a' -3o i.a.3.4' 4-' 1,2.3.4.5.6 

. S, 1, t. 1H. 48 
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et inferieures aux differences 



2"7r 



61.2 3o i . 2 . 3 . 4 " 421.2.3.4.3.6 

Quant a la quantite 

(6,) 3,= ,^^+..., 

on pent settlement affirmerqu'ellesera nullc ou positive. C'est ce qu'on 
demon trera sans pcine, comnie Fa fait M. Dirichlet pour le cas ou n est 
impair, a 1'aide d'une methode de transformation qu'Euler a exposee 
clans le ChapitreXV de V Introduction a t' analyse de.s in/inis, et que nous 
allons rappeler. 

Pnisque la formule (29) entraine generalcrnent la formulc (3o), il 
est clair que, si Ton nomine 

a, 6, y, ... 
ceux des nombres premiers qui ne diviscnt pas le module n, on aura 



(63) 



Or, cette derniere formule, subsistant toujours, tant que la seric com- 
prise dans le premier mcmbrc est convcrgcnte, on, ce qui rcvient au, 
meme, tant quern surpasseTunite, quelque petite qnesoit la difference 
m i, pourra etre etendne an cas memc oil Ton a m = i. On aura 
done, pour toutes les valeurs entieres de m, et meme pour m = T t 

a, 6, y, . .. designant les facteurs premiers qui ne diviscnt pas m. Or, 
comme les facteurs, que renferme en nombrc infini le second membre 
de la formule (64), sont tons positifs, il en resulte que la valeur de m 
donnee par cette formule ne sera jamais negative. Kile ne pourra done 
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etre que positive on nullc. On a vu d'ailleurs que les valeurs de a m 
etaient toujours positives pour cles valeurs cle m superieures a I'unite. 
Lorsqu'on a obtenu des limites cntre. lesquelles se trouvent com- 
prises les quantites 

flj, 3 3 , 5 4 , . . . , 

on pent en deduire d'autres limites entre lesquelles se trouvent ren- 
fermees on les differences 

A 2 , A 3 , A t , ..., 

on des fonctions lineaires de ces differences. Ainsi, en particulier, 
dans le cas oil Ton a = /z, on peut a (firmer non seulement que la 
valeur de 3 2 est renfermee entre les limites 

7T 2 TT' 

- ei 2--, 

mais encore, en vertu de la for mule 



que la valeur dc la difference 

A 2 = A 2 4- A' 2 -+- . . . 7r 2 k"- . . . 

est renfermee entre les limites 

n*\/n et o,o35. . ./i* \fn. 

Done alors la valeur de A est toujours inferieure ag/& 2 v/7T. 
Ainsi, par cxemple, on a, pour n = 5, 



Les formules qui precedent sont, pourlaplupart. deduites de ('equa- 
tion (33) qu'on peut encore ecrire comme il suit : 

,., . r n ff , j IKX r n " IKIL e . . , [\KX r n 3y:i( 

n\(x) I f(w)^4-2cos - / cos - f(w) " + 2 cos - / cos - f(u)du-t-. 
J "J n n J 



. *t I (, X/ I . , J fa ( I ,, . . I . b* f b *.' I * LJ. J I, I 

sin / sin f(w) "" + 2 sin / sin 

n .1 n n J. n 



380 MEM01RE SUIl LA THEOR1E DES NOMBRES. 

et en vertu de laquclle la fonction f(#) on n f(#) se trouve developpee 
suivant les cosinus et les sinus des multiples de 1'arc 



27T.3? 



Or, on pent clemontrer que, clans le cas oil la quantite a no surpasse 
pas la limite -> les deux parties du developpement, savoir : la somme 
des ternies qui renfermcnt les cosinus dcs arcs 



27rj? 

c, : 



et la somme des termes que renferment les sinus, sont egales entrc 
elles, par consequent egales a la moitie du produit /if (x). On a done, 

pour des valeurs tie a inferieures ou tout au plus egales a - n, et pour 
des valeurs de x renfermees cntre les limitcs o, a, 



,,,. I ,,, , C' 1 Pl . , 27T.r f" ZTZU . . (iKX /*" ^TC U ,., 

(Go) -nf(^)=| f()rfH-2Cos - / cos - f() du -\- 2 cos - / cos-^ - l( 
(66) I/if(i)= 2si 



et,en effet, pour obtenir les formules(65), (66), ilsuffiraderemplacer 
dans les formulcs (109), (no), dc la page 36/j. du dcuxieme volume 
des Exercices de Mathematigu.es ( ' ), 

a par -, x par o, X par a. 

Or, de la formula (65) jointe a ('equation (23), on de la formulc (66) 
jointe a I'equation (24), on tirera : i en supposant cO 2 = n, 



COS 2 COM 

' o 



n ft 

= :: 'il COSW U f(*/) dll -+- t 2 / 
' o 

/" 

/ 

J o 
>) CEwres de Cauchy, S. II, T. Vlf, p. /ii8. 
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" on suu*aut >o a , 



i/i'if\/n --r(/r )--... rtA) f( A') ~,.. 



I 1 t, I ft t u u '> f ( ) 

* 

jmiirvu quo hi valour tie* M sail tuujmirs 



-IT: 

...,,,. 

it 



it qnVn liMiaitt !it*u)iMiiiMit rfHupli* tlcs vnhuirs do /i on do A* inforiouros 
ii ! , tu uliUT n t*!ttri lu lituito " rt lo mtrnhro ontior iinirHuliatornont 



imir it t**'ttr* limit*', I.IH i'*((utttions ((17). (t>8) IIP sont pvido 
i' I'husi' ijui 4 Ii"* rnriiiuIi('I-V), (3(>) ottMiducH au ran oil POM sup- 



ri's iimi pltu* u uumhri' iimin It la limiln ; s la clopni^ro a 

atti'indrr ri*tli iutttti*. Or, di ns formulon, par don rabonno- 
iniMiN tiriuIhiblpH ii tu'iix cimit noun avons fait twagc, on dc'uluira onroro, 
fiaiiH li* run tiiitit il * f agil, lit* equation* (/jo), (40 (4' 1 )* (4'^) (44) 
i |* ;i j H pur tuitli*. i*i 1'mi pHi flan* I** iiunnt* cit 



rVHt-a-iliri* *i l'in irpntepnti* parS* la partic dfl A, qui rmifWmo deft 
vali*ui> !' /i i*t tlf 4- wforii'uw* Ji - n t on trouvpra, pour dc valour* 

*4 

puirt*H tit* // : t" i* iipp<Haiit4i* -- , 

*? ! . ..,../ *ir%*i . v 



, 

M - * ~ ; ' "w l 
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2 en supposant cO 2 /z, 

J 3 i cos3w 



On trouvera an contraire, pour des valeurs impaires dew : i en sup 
posant (S>- = n, 

I x / ^ F 1 ' 5* nm/' I COSdm U 1 COS2U C 3 I COS3&1CT 

( 72 ) (-0- -no M = DS - - - -H- - - - H-^ - ^ - + 



2 on supposant co 2 = TI, 

i 3 sin3 M g 



* iv, i 

6/ "-" Ua) ~~ " 



On ne doit pas oublier quc, dans ces dcrniercs formules, tout comme 
dans les equations (67), (68), la quantite a doit etrc renfbrmee cnlre 

la limitesuperieure - qu'elle peutatteindrc, otic noinbre entier = 
on i immediatement inferieur a cctte limitc. 

2 

Concevons en particulier que Ton premie 



en substituant cettc valeur de a dans les expressions do la forme 



7T" 1 



i-cosg^ i. a ....m /,. a .3...;n __ 3.4...m , 

W \2/ L 7r '" +i \ 7T" 1 - 1 - 1 Tt'"- 1 7T 



apres avoir prealablemcnt effectue les differentiations relatives a CD, Ton \ 

trouvera, pour des valeurs paires de m, 



NOTE Ml. 
rl, pour ill's vaU'ttrs iiupaircs dr m, 

H|H /'.*/ . , /"'/""'i J..I...M, I.-V 



l)oji*. M I'ou 



I l 

I, t 



*' * 



it* 
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uti tinra ill* 4 * ftinuuh-H < 711 1 it (7** ), 'en suppuiiaul 10* 
valt'itr** p:iin*H ill* m, 



i pour dos 



w - - ( m -4 



.3..,w^ 



i" pmir if** valiMtrn iftt|i*tiri*H eli 






it HttpjinHitnt o f ^--^ /i, nit firm* dts fpuilc*H(7 1 ) ct(73) : i pour 
vali*urH |i*uri*H ill* m, 

, lm*'\ '+" *** i 



ircH *ti ///, 



t ttn trouvara 

If ; +" *^i J * 

- 



* i 
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tanclis qu'en supposant 2 =n, on trouvcra 



(So) o = n 2 , $1= - n *i 3*= ( T r~ 3 I 

V ' IT 27: V4 7T 2 7T J / 

Gomme on aura d'ailleurs, en tenant compte seulement des valeurs de 
A et de k inferieures a - n, 



i -+-... A* A" ... i y, 

d 1= /4 -I- A' -+-... /,- k j ..., 

5, = A 2 H- A /2 -+-... /c 2 /r /2 ... 

> 

il est clair que les equations (79), (80) fcront connaitre la difference 
i j, et celles qu'on obtient quand de la somme des valeurs de A infe- 
rieures a -, ou de la somme de leurs carres, etc., on retranche la somme 






des valeurs de k- inferieures a- 5 ou la somme de lours carres, etc. La 
premiere des equations (79), c'est-a-dire la formulc 

i$ o ou ij = Q, 

s'accorde, comme on clevait s'y attendrc, avec Tequation (3i). 
Avant d'aller plus loin, observons quo les quantites 

L.J Is? Is* j 

ou les diverses valeurs de I m , sont liecs aux quantites 

5,, ^ 2 , ^ 3 , . . . , 

c'est-a-dire aux diverses valeurs de .-$,, par des equations qu'il est 
facile d'obtenir. En effet, comme on aura generalernent 



et par suite 



~"i " m ~"- ^ ~^~ / ~*~ ' ' ' = " ^ " l 



on en conclura 
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(hi aura dour 



Ajnuttm* qiti*, i m HC rtultti&mt toujjmirH it I'tiw 1 elta trots quantity* 

i, ci, i't, 
!ts valtMtrs tit* 

It, I,. I, 

net-mil, in vi'rtti <lt'H furuititrs (Ha ), <li*s cjtiiutttti'H positives, loutnoinmo 
Irs uih'Utx di 



it la cfttautitr I,, IM'M' It ^, par hi furmtilt 1 

1, n til : H* 



CHI utt'!ttnH <jitt> A M tt |tourra m'ini sl 

*ti nura 



rr t|ui >ni|ipoHi /i impair H ili b fartiu* H.r t- i ou Hr 4- 7. S 
i'n parlit*uli<r /i tt* la forwii* H,r + 7, H ritmpHp cli FiU'tcnirs impairs 
On aura 



rl rtitittiM* alur-* I, HVvatmuini, aiuni i|tn* i 1, la ntwonde tl for- 

mulas >**> i ilum ( ra 

*5i . 

flu trttiivi'ra, |ar i\i*m|ili, pour : ...... 7, 



'*- 'l 



itiaiutfMtattt mix foriiiuli's* (.7*)) ft (Ho). Si, flans ns for- 
, on %ti!i*littn lr valmtrtt ill 1 1,, I, 1^ ... ftuirnifs parl<! equa- 

:^'.-fri ,1* (', - S, I, I, III, ''9 
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tions (82), on trouvera, en supposant co* = n, 

(83, a.= , ,= 



etc. 

Lorsqu'a la premiere des equations (79) ou (83) on joint la pre- 
miere des equations (79) ou (84), on arrive a cette conclusion remar- 
quable que la difference 

o Oil i j 

est toujours nulle ou positive. On pent done enoncer la proposition 
suivante : 

THEOREMS. Supposons que, p e'tant line des ratines primitives de 

I' equation 

x n i , 
la somme alterne'e 



vdrifie la condition 

(Q 2 = n 

et que te groupe d'eocposants 

h, h', h\ ... 

renferme I'unite. Si les entiers inferieurs a /z, mais premiers a n, sont en 
nombre egal a i dans le groupe, h, h', h" ', . . ., et en nombre e'gal el / 
dans le groupe k, k' , k" , . . ., la difference 



sera toujours nulle ou positive, et ne cessera d'etre nulle que 
aura 

(0 2 = n. 

Les quantites 

> ^ ?. * * 
6 , 6 l5 2 , 3 , O t , 

sont evidemment liees non seulement entre elles, mais encore ayec lea 
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quantites 

A lf A,, A 3 A 4 , ..., 

par cles equations de condition qu'on obtiendra sans peine en elimi- 

nant 

3, 5 t , ... 

entre les formules (56), (83), ou en eliminant 



entre les formules (67) et (84). Ainsi, enparticulier, on tirera cles for- 
mules (56), (83), en supposant cD 2 = n, 



(85) . A, 



A 3 _ - 4 n di __ 4&z 

3 4 'a -2 t s 






on, ce qai rcvient au meme, 

(86) 



;.] ' t J) 2 to *5 

et cles formules (57), (84), en supposant o 2 = /i, 



on, ce, qui revient au meme, 



(88) d, 



2 i 2 2 ' ' 2 1 2 S 2 l s 



Dans 1'application dc chacune cles formules (87) ct (88), on cloit 
distinguer trois cas correspondent aux trois valeurs 



que pent acquerir la quantite t 2 . Ainsi, en prenant pour n tin nombre 
impair, on tirera de ces formules : i lorsque n sera de la forme 

8x H- i, 

(89) d z =n$i, A 2 = _i/ i( 5 1> A,= a/i'd,; 
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2 lorsque n sera de la forme 8 a? 4- 3, 



( 9 o) 



3 lorsquc ^ sera do la forme 8a? -+- 5, 

(91) ^=1/13^ A^-jUd 

4 lorsque n sera de la forme 8.77-1-7, 

(92) a, = o, A t = .n( /), 

Au contraire, en prenant pour n nn nombre pair, divisible par 4 ou 
par 8, on tirera des formules (87) et (88) : i lorsqu'on aura CD 2 = n, 

( 9 3) ' a^:^a,, A 2 = n$ lt A, = -- 
2 lorsqu'on aura (D 2 == n, 

(9'.) * = 



On verifiera aisement ces diverses formules dans les cas particuliers, 
et Ton trouvera, par exemplc : pour n = 17, 



pour /t = n, 

' - 



A 2 



pour n = 5, 



3 

6 
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pour 71 = 7, 

t = i, ./ o, i j i, 

di=o, A! = 7= n( y), A 2 49= /I 2 (t y). 

On trouvera paretllement : pour n i3, 

S* O ^ AX M- ^ 

2 =: 3g = -0,; A 2 !32 :=r 5-fto,, 



pour TI= i5 = 3.5, 

1 9 V ,/ / > 2 --~ H- . - ^ ,/ / 1 

pour 71 = 21 = 3.7, 

3 4 

Si Ton attribue a n, non plus des valeurs impaires, mais des valeurs 
paires, on trouvera : pour n = 4, (B a = 4 CD = p p 3 , 



-S r _ f / A _ _ _ l J , A _ C _ 

0| - I - Ai - . } 1*2 * - '* - ' ^% - - - ^^ 

i| 2 



pour rc = 8, cD 2 = 8, co = p -H p 7 p 3 p 8 , 



pour n = 8, CD- = 8, = p H- p 8 p 5 p 7 ,, 



= 2 
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pour fi= 12, 



3 
A* m 864 =^ n- 1 : 

34 2 " 



pour /i = 20, 

1 = 4, ./ 



- 



(Sj 20 /I 7-^-, A,=r 40 = -> A 2 =r 800 = 

4 a , 2 

Les diverses forrmiles etablies dans cette Note comprennent les for- 
mules clu ineme genre trouvees par M. Dirichlct. J'ajouterai que les 
equations de condition parJesquclles se trouvent lies les uns auxautres 
les ternies des deux suites 

A,, A,, A~ 3 , ..., 



peuvent etre demon trees dircctemcnt, et d'une maniere tres simple, 
commeje I'ai remarque dans un Memoire que rciii'erment les Comptet 
rendus des seances de I Academie des Sciences, pour I'annee 184.0 (i ei> se- 
mestre, page 444) (') 



Ts T OTE XIII. 

SUH LES F011MES QUADRATIQUES DE CKRTAIXKS PUISSANCES DES NQMBIIES PREMIERS, 
OU T)U QUADRUPLE 1)15 (HiS PUISSANCES. 

Solent : 

p un noinbre premier impair; 
n un diviseur de p i ; 

A, /c, /, . . . les enticrs inferieurs a n, mais premiers a n; 
N le nombre des entiers A, 7c, /,...; 

(') CEuvres de Cauchf, S. I, T. V, p. 1^2. 
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p une racine primitive de 1'equation 

(1) -a?* i 

el suppoaons les entiers 

A, k, I, ... 

partages en deux groupes 

A, A', A", ... et k, k 1 , k", ..., 

de telle maniere que la somme alternee 

(2) (JD = p A +p A '+p A "4-... p k p*' p*" ... 

vertfie la condition 

(3) (D 2 z==t. 

Soient encore : 
6 une racine primitive de 1'equation 

(4) ^=1; 
t une racine primitive de 1'equivalence 

(5) a>p- l ==i (mod./?), 

et dc plus 

0/ t , 0/,, /,... 

des expressions imaginaires determinees pardes equations dela forme 

(6) 0/= 9 4- p'0<+ p 5/ ^ H- . . . H- p<P-V'6 lp -\ 

Aux deux groupes 

A, A', A", ... et A, k', k", ..., 

entre lesquels so partagent les exposants ou indices 

A, k, /,..., 

correspond rout deux groupes 

0, e A - ... et 0*, & k , e*., ..., 



394 MEMOIRE SUR LA THEOR1E DES NOMBRES. 

cas, 

(17) IJ=/ 

et dans^e second cas, 

N N 

(18) IJ = (-!)/?*. 

Mais, comme dans Ic second cas, n etant pair et cle 1'une des formes 

4vV..., SvV..., 

ne pourrait devenir impair que pour la scule valeur 

/* = 4, 

dont nous faisons ici abstraction, il est clair quo la formule (18) se 
reduira elle-memc a 1'equation (17). 

D'autrc part, comme on tiro des equations (8) 

(19) 2l=A i-BA, 2 J = A BA, 

par consequent 

41,1 = A 2 - R 2 A 2 , 

il est clair qu'en ayant egard-a 1'equation (7) et a la formule (3), on 
trouvera 

N 

(20) 4/^ = A 2 R 2 A 2 A 8 B S . 

Pour que la condition (3) se reduise a 

(21) (Q-=/i, 

il est necessaire quo les facteurs premiers et impairs du nombre n 
etant inegaux entre eu.x, ce nombre soit dc 1'une des formes 

4x + i, 4(4x-h3), 8(ax-hi). 

Mais alors, en vertu du theorem e I dc la Note IX, / designant un 
quelconque des entiers renfermes dans les deux groupcs 

/i, k 1 , h", ... el k, A-', /c", ..., 



les deux termes 
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/ et n I 
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appartiendront au meme groupe. Done alors, en vertu des equa- 
tions (7), jointes a la formulc (i5) on (16), on aura 

N 

savoir 

N 

, f> \ 1 T 4. 

(28) 1 J=/? v , 

si Tun des deux nombres GJ, j- est pair, et 



N 
si les nombres tor et T sont. tons deux impairs, ce qui suppose n = 4v, 

4 

v etant un nombrc premier de la forme 4x -h 3. Alors aussi Ton tirera 
des formules (8) et (22) 

.N 

(* \ 1 i ~i" 1"* 
ty -) i A - -- | O /) I > O 

Ces dernieres valeurs de A,B satisfont efFectivement a la formulc (20). 
Pour quo la condition (3) se rcduise a 

(26) <D* = --/i, 

il est necessaire quc, les facteurs premiers et impairs du nombre n 
etant inegaux, ce nombrc soit de rune cles formes 

4x+3, 4(4* -H i), 8(ax-M). 

Nommons alors p l la plus haute puissance de/? qui clivise simulta- 
nemcnt A et B. On aura 



(27) 



A = p^ x, J3 = 



a;, y designant deux quantites entieres non divisibles par/? ; et, en 
pos>ant 

/ QN N 1 

(28) p. ~ 2 A, 
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on verra la formule (20) se reduire a la suivantc 

(29) 



11 s'agit mairitenantd'obtcnir les valeurs desexposants A, [JL. On pent 
y parvenir a 1'aiclc (les considerations suivantes : 

Gomme nous 1'avons observe page 112, on a generalement 

R/t,*,/,... K /,, k R h 4- A-, /,... 

en sorte que les formules (12) donneront 



(So; 



Or, clans chacnn des factenrs qui composcnt les seconds membros de 
ces dernieres, on peat immediatement reduire les deux indices places 
au bas dc la lettre R a des nombres 

/, e 

representes par des termcs de la suite 

o, i, 2, 3, . . ., n i. 

On pourra meme, en vcrtn des formules (10) et (12) de la Note I, 

remplacer le facteur 

0,0, 







/-H/' 



par p, lorsquo la somme des indices /, /' sera le nombre n, et 
par i, lorsque Tun des .indices s'evanouira. Co. n'est pas tout, lorsque 
h, A', etant positifs 1'un et I'autre, olTriront pour somme un nombre 
different de n, on aura generalement, en vertu de la formule (i3) de la 

Note I, 

B /)/ .R_ / _ / .= ^ f 

on, ce qui rcvient au meme, 

(30 Ki,i'Rn-r t n-i' />; 
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et, com me des deux somrnos 

/+/', (n-l) + (n-i') = 2rt (/+/'), 

renfermees entre les limites o, 2/1, il y en aura toujours une comprise 
entre les limites o, n, 1'autre etant comprise entre les limites /z, 2n, il 
resulte des equations (i4) et (i5), jointcs a 1'equation (17), qu'on 
aura toujours 

(3a)- I =^ / > J = /*j?- 

on, ce qui revient au meme, 

(33) iG=/>/F, JF = ^G, 

/, g- designant deux nombres cntiers propres a verifier la condition 



et F, G des pruduits composes avec des fac tours de la forme 



dans chacun desquels on pourra supposcr les indices /, /' tons deux 
infericurs a/z, et leur somme I -+ I' rcnfermee entre les limites n, 271. 
Si d'aillcurs on substitue dans les formules (33) les valeurs de I, J 
fournies par los equations (19), on aura identiqueinent 



(34) (A + BcD)G = aXF, (A BCD)F = 

on, ce qui rcvicnt au meme, eu egard aux formules (27), 

(35) /?*(.! + vCD)G= 2/^F, p^(x yCD)F = 2/j^G. 

On aura done par suite 

( 36 ) p>>~" 1 (x -+- /CD ) G = 2 /?/-' F, ij>*- l '(x /(D) F 2 /^-''G, 

m, /n' etant deux entiers quo I 'on pourra reduire, le premier au plus 
petit des nombres 
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le second au plus petit cles nombres 

afin que chacun dcs exposants 

A in, f m, A in', g ni' 

soit mil on positif. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons une observation importante. Les 
formulcs (33), comme toutes celles d'ou clles sont deduites, et par 
suite les formulcs (36), offrcnt chacunc deux membres representes 
par cles fonctions entieres de p qui sont idontiquement les memcs, 
quand on recluit 1'exposant de cliaque puissance do p a 1'un dcs en- 
tiers 

o, s, 2, 3, . . ., n i, 

on qui du moinspeuvent alors etre transformers 1'un dans 1'autre a 1'aicle 
de la seule equation 

H- p -h p 2 -h p 3 -h . . . H- p"'" 1 = o. 

Done, apres les reductions clout il s'agit, la difference enlre les deux 
rncrnbrcs de chacune des formulas (36) sera le produit d'nn nombre 
enticr par le polynome 

D'ailleurs, reduire, dans unefonction entiere, de p, 1'exposant de cliaque 
puissance de p a 1'un des nombres 

o, i, 2, 3, ..., n i, 
on, ce qui revient au mcme, remplacer 

p", p 5 ", p 3 ", . . . par p= i, 
p*" 1 " 1 , p 2 "" 4 " 1 , p 3 " +1 , . . . par p, 
p' l+2 , p 2ra+ % p 3 "" 1 " 2 , . . . par p 2 , 



', p*"- 1 , . . . par 
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c'est ajouter aux clivers termcs do la progression arithmetique 



les differences 

i _ ft w n _ n'H-l r> 2 _ n /z + 

I - p, p p , p p 

r _ n 2 _ _ n 5 "+ 1 n 2 _ n Sll 

I P J P P > P P 



, ..., 



i 
J 



respectivemont egales aux procluits 



i P 3 ", p(i-p 3 "), 



qui tons out pour facteur lo binomo 

i p= (i - p) (i + p H- p 2 -h . . . H- p' 1 - 1 ), 

ct par consequent le polynome (37). Done, en definitive, dans chacune 
cles formules (36), la difference entrc les deux membres sera toujours 
une fonction entiere de p, qui, avant reduction, aura pour facteur le 
polynome 

Q n I 

1 + p -h p 2 + ...-)- p"- 1 i- -- 
r ' ' p I 

Done, si clans ces formules on remplace la racine primitive p clc 
1'equation 

X n =l 

par une racine primitive / do P equivalence 

# tt =i (mod/?), 

les deux membres cle chacune d'elles offriront pour difference une 
fonction entiere de r qui aura pour facteur le polynome 

f.n _ | 

i H- r -+- r 2 H- . . . H- r n ~ l -= - == o (mod./?); 



et com me dans cettc difference les coefficients des diverses puissances 
de r seront des entiers, elle clevra, ainsi que le polynome 
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etre equivalente a zero, suivant le module/?. Done, si Ton nommc 



ce que deviennent 



CO, F, G 



quand on y rcmplacc p par /% Ics formules (36) cntrairicront les sui 
vantes 



(38) /?>-"' (or + y d) == a/?/-" 1 ,?, ;>>-'' (a: 

dans lesquclles on devra, on egard a 1'equation (2), supposer 
(89) <5 = / Ji + /'''+. . . /* / / -'' . . . (mod./?). 

D'autre part, ['equation ('26) pouvant s'ecrire comine il suit 



on tirera de cettc equation, en y remplagant p par r, 



ou, ce qui rcvient an memo, 



= n 



Done le nombre en tier o sera premier a/;; corntnc, dans ['equation (29), 
les quantites x, y ne sont, ni I'une ni 1'aulre, divisibles par/?, on 
pourra en dire autant do la sornrne 2/1 et de la difference zyo des 

deux binomcs 

x + yd, -K yd. 

Done de ces deux binomos 1'un au moins sera proiuior a/?, (^oncevons, 
pour fixer les idees, que cc soit le second x ya qui remplisse cette 
condition. Comine, en vertu des principes exposes dans la Note V 
(p. 196 et suiv.), les deux quantites #, fj soront elles-ineines pre- 
mieres a/?, il est clair que, dans les deux membrcs de la seeonde des 
formules (38), les exposants de. p, savoir 

X in , _ m' 
ne pourront s'evanouir 1'un sans I'autre. Or, c'est precisement ce qui 
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arriverait si, les nombres X, g.etant inegaux, on prenait le plus petit 
pour valeur clc m' ' . Done, lorsque oo yo est premier a /?, la premiere 
cles formules (38) entraine la condition 



Mais alors, en posant, clans la premiere cles formules (38), 

m m' =1 A g, 

on en conclut 

fg = o on fg>, 

suivant que le binome 

x -t- yd 

est ou n'est pas suppose premier a/?. Done, si le binome 

a yd 

est premier i\ p, les formnles (38) entraineront la condition 



Pareillement si le binome 

x -h y 

etait premier a/>, les formules (38) entraineraient la condition 



Ainsi, dans tons les cas, X devra se reduire an plus petit cles deux 
nombres 



et com me, en vertu des formules (28), (34)> on aura 



il est clair que fx devra se reduire a celle des deux differences 

/ g, gf 
qui sera positive, par consequent a la valeur numerique dela difference 
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fg- An reste,cette difference clle-memepeutetre, dans tous lescas, 
facilement de term i nee comme il suit : 
Posons pourabreger 

(42) P = R AtA R A . lA .. . . , Q = R*.*R*-,*-. . ., 

ou, ce qui revient an memo,, 

0JW... 



(43) 



"A -"If- f\ 

ZJ ja ' v 

Wa/jWaA'- 



On en conclura, eu egard aux formules (7) et(3o), 

(44) ^= 3?|'*Q a '*!;;> 

(45) PQ=/ 



D'ailleurs, en vertu des theoremes 3 et 4 cle la Note IX, on trouvera : 
i en supposant n cle la forme 8 x -+- 7, 

2/J 2/ ,-. . . = A A -. . .~I, 8A JA ... . .= 0*0*-. . . = J; 
2 en supposant /i de la forme 8x4-3, 

0*A0 S /,'. . . = A 0*'. . . = J, a *0 s *'. - .= A/.-. - .= I; 
3 en supposant n divisible par 4 ou par 8, 



Done les formules (43) et (44) donneront : i si n est cle la forme 
8x4-7, 

(46) P=I, Q=J, {y=J; 



2 si n est de la forme 8x 4- 3, 

(47) P = T' Q^T 



3 si est divisible par 4 ou par 8, 

(48) 



P __P 

Q ~" J 8 
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Concevons maintenant quo, parrni les entiers premiers a n, mais infe- 
rieurs a -n, on distingue ceux qui appartiennent an groupe 

h, h', h", ..., 

et dont le nombre sera designe par i, les autres, dont le nombre sera 
designe par/, for man t nne partie du groupe 

k k 1 L-" 

A , A j A , .... 

On aura evidemment 

,. , . . N 

(49) +, 






et, par des raisonnements semblables a ceux dont nous avons fait 
usage pour etablir les formules (82), on trouvera, eu egard a liqua- 
tion (45), 



U, V, des'ignantdes produits composes de facteurs de la forme 

R/,/-, 

clans chacun desquels on pourra supposer les indices /, /' tous deux 
inferieurs a n, ct Icnr somme /+/' renfermee entre les limites n, zn. 
OP, les I'onnnles (32) et (5o)donneront 

I F 2 P U 2 

(5.) !=>"'{? Q="'- y v5' 

D'autre part, si 1'on designe par 

i,, 

comme dans la Note precedente, une quantite qui acquiere la valeur 

i ou i ou o, 

siuvant qu'on aura 

- \= i ou i ou n~o (mod. 2), 



404 MEMOIRE SUR LA TIIEORIE DES NOMBRES. 

les formules (46), (4?)> (48) donneront 

- 

la valeur de etant 

(53) = 2 i 2 . 

Cela pose, les formules (5i) et (52) donneront 

F 2e _ ._. U 8 

on, ce qui revientau meme, 

( 54 ) peif-g) F ae V 2 = pt-J G 2e U 2 ; 

et par suite 

m etant un nombre entier quclconque. 

Jmaginons maintenant qu'on rcmplace p par r dans les deux mem- 
bres de la formule (55), et soient 



ce que deviennent alors U, V. Les quantites o, <?seront non seulement 
entieres, mais premieres a/> aussi bio.n que jf, (/; ct de memo que les 
equations (33) entraincnt les fornwlcs (38), dcmornc la formule (55) 
entrainera la suivante : 



(56) p8(/--)-'.*e % ps s/ j/-y-;;fj'je l .) (mod./?). 

Or, dans la formule (56), comme clans chacunedes formules (38), les 
deux exposants de/> napeuvent s'evanoiur 1'un sans I'autre ; et, puis- 
qu'on pent reduire 1'un d'eux a /ei'o, en prenant pour m le plus petit 

des nombres 

e (/-~^) ij, 

il faudra que ces deux nombres soient egaux et qu'on ait 

(57) -y = fi(/-A'); 
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par consequent 

(58) f- g =l=L 

D'ailleurs e, toujours positif, se reduit a 

r, 3 ou 2, 

suivant que n est de la forme . 

4xn-3, 4* + i ou 4*> 

et, en vcrtu de ce qui a ete dit clans la Note precedente, la difference 
i y, quancl elle nc s'evanouit pas, est toujours positive. Done, la dif- 
ference f g ne pourra jamais devenir negative, et 1'equation (4i) 
donnera toujours 

(59) P=f~S = ~- 

En consequence, on pent enoncer la proposition suivante : 
Theorems. Le degre n de 1'equation binome 

a;=i, 

dont p designe une racine primitive, et la somme alternee 

CD = p fi -\- p' 1 ' + p fi " -+-... p* p fc ' p*" . . . 

etant supposes tels qu'on ait 



si les exposants dc p premiers a n, mais inferieurs a -n, se trouventen 
nombre egal a i clans le gmupe 

h, h>, h", ..., 
et en nombre egal ay dans le group e 



on pourra satisfaire, par des valours entieres de a?., y, k 1'equation 



x- 
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pourvu qu'on prenne 

fi = t y, 

quand n sera de la forme 8 x -h 7 ; 



quand n, sans etre egal a 3, sera clc la forme 8x -t- 3 ; et 



quand rc, sans etre egal a 4, sera divisible par 4 ou par 8. Si rase redui- 
sait a Tun dps nombres 3, 4 alors (en vertu clc ce qui a ete dit dans la 
Note IV) on aurait simplemcnt 

JX = I. 

Pour verifier Texactitude du theoreme qui precede, clans le cas par- 
ticulier oil Ton prend pour n un des nombres 3, 4, il suffit d'observer 
que 1' equation 

4/> = x z -\- ny*, 

reduite alors a la forme 

/l/) = a;+3 i yS 
ou a la forme 



OU 



coi'ncidera, pour ?i = 3, avec la formulc (no) de la page i63, quand 
on posera x = A, r = B, et pour n = 4, civcc la formule (98) de la 
page i53, quand on posera o? = 2 A, j B. 

Si, dans le theoreme qui precede, nous n'avons pas fait unc mention 
speciale du cas oil Ton aurait 

n = 8, W = 8, CDr=p + p 3 p s p 7 , 

et oil la condition (10) cesserait d'etre verifiee, c'est qu'en vertu des 
principes etablis dans la Note III on peut encore, dans ce cas, resoudre 
en nombres entiers 1'equation (29), en prenant ij. = i, et que cette 
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derniere valour cle {/. est comprise dans la formule 



__ 

U. - 

r 



En effet, dans le cas dont il s'agit, 1'equation (29) reduite a 

kp 

ou, ce qui revient au memo, a 



coincide avec la formule (io3) dc la page 169, quand on pose 

et, comme alors aussi Ton trouve 

1 = 2, y o, 

on en conclut 

ij 



11 nous rcsto a incHquer line mcthodc a 1'aidc de laquelle on pent 
faciliter Ic calcul dcs valours do a?, y qui sont propres a resoudre 
requation (i). 

L'cxposant [J, etant suppose plus grand que zero, ainsi que i j, la 
difference/ g 1 sera elle-memc superieure ^ zero, et, en vertu des 

equations 

\ = g, e(/-ff) = iJ> 

les form ales (38), (56) pourront etre reduites aux suivantes : 

' 



(Go) 

/ n 

(6.) (I 

Or, les formulcs (Go) donncront 

(62) x = y$^i 
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et il est clair quo cctte derniere equation fournira immediatement le 
reste de la division de x et de y par /?, ce qui facilitera Ic calcul des 
valeurs de x, y et sufflra meme a la determination de ces valeurs, dans 
tons les cas oil elles devront etre, abstraction faite des signes, infe- 

rieures a - p. Quant a la determination des quantites $, (/, out), <?, elle 

2 

s'effectuera sans difficulte. En eiTet, en vertu des principes etablis dans 
la Note V (p. 196 et saivantes), pour deduire # de F, et de G, il suf-. 
fira de remplacer p par r, dans les divers facteurs de F et de G, on, ce 
qui revientau meme, dc remplacer chaque facteur de la forme 

a/,/-, 

par une quantite entiere equivalente, au signc pros, a 

r R n (,n-l'> 

la valeur de H/^' etant donnee par la formule 



La formule (62) n'est pas applicable aux cas oil n se reduit a Tun 
des nombres 3, 4, 8 et doit alors etre remplacee par celles que nous 
aliens indiquer. 

Les ^aleurs de P, Q, fournies par les equations (4 2 ) sont eYidem- 
ment, ainsi que I, J, des fonctions symetriques, d'unc part, des racines 

primitives 

P A , p /i( , .p ;t ", ... 

et, d'autre part, des racines primitives 

p*, p*', p'<", .... 

Done la somme P + Q sera, comme I H- J, une fohction symetrique 
des diverses racines primitives de 1'equation (i), ct la difference P Q 
sera, comme I J, une fonction alternee de ces mernes racines; d'ou 
il resulte qu'on pourra aux equations (8) joindre encore cclles-ci 

(64) P + Q 3, P 



NOTE XLll. 409 

31, 23 dtisignant cles quantites cntieres. Cela pose on tirera, dcs f'or- 
mules (45) et (64), 

2? a-f-j&<jG), 2 Q = a JJOD, 

4PQ a 2 SB 2 (D 2 , 



et par suite, si la condition 

2 zr 

estverifiee, on tronvera 

N 

(65) /i/>2 a'- 

Or si Ton subslitnc 1'equation (65)ctles .formules(5o)areqiiation (20) 
et aux forniules (32), alors, par cles raisonnements semblables a ceux 
clont nous nous somines sorvis pour etablir le theoreme enonce plus 
haul et la formnle (62), on prouvera qu'on pent satisfaire a Vequation 



en posant generaleinent 

fx = i j 

et prenant, pour a?, r, certains nombres entiers qui verifieront la 
condition 

X? 

(66) x-sz yozs (mod. p). 

Considerons on particulier le cas oil Von a n = 3. On tronvera, dans 

ce cas, 

(B = p p s , 

h=i, k a, ' t = i, ,/ = o, iJ=i, 



et par suite on pourra prendre 
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Done, p etant un noinbre premier de la forme 3x -+- 1, on pourra tou- 
jours satisfaire a 1'eqnation 

(67) (\p ^ 2 + 3y 2 , 

en prenant pour x, y des nombros entiers qui verifient la condition 

x = yd = n til . 

II importe d 'observer que, dans cettc derniere formule, la valeur de 
II,,, sera 



I .2 .3 . . . 25J 

(r .2. . .ro) 2 



n,,,= 

la valeur de rs etant 

et que d'ailleurs on aura 

r etant une racine primitive de I'equivalenco 

x*~ i (mod./j); 

par consequent 

t etant une racine primitive de I'equivalence 

xi'~^^ \ (mod. p). 

Cela pose, en ayant egard a la formule 

J^2 j 

de laquelle on tire 



: -f- I). . .2C7 
I .2. . .M 



_ 
8 ~~ 3' 



on trouvera 

(68) 



D^autre part, comme on aura, en vertu de 1'equation (67), 



les valeurs numeriques de a?, y seront respectivemont inferieures aux 
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n ombres 



dont le second an moins restera inferieur a- p, pour une valeur de_/> 

egale on superieure a 7 ; le premier remplissant liii-memc cette condi- 
tion des qu'on supposera p snperieur a 16, par consequent a 7 et 
a i3. Done les formules (68), on au moins la seconde d'entre elles, 
fourniront immediaternent la resolution en nombres entiers de 1'equa- 
tion (67). On trouvera, par exemple, pour/? = 7, 

P ~~ ' TT 3.4 c 

*, = --- = *, n M = =6; 

et comme 3 etant une racine primitive de 1'equivalence 

# 6 =i (mod. 7), 
on pourra prendre 

r==3 2 =2 (mod.7); 
par consequent 

o ^ /' r-=2 4^ 2 (mod. 7), 
les formules (68) donncront 

On a effectivement 

4. 7 --7 2 -+-3.3 s . 

Prenons encore p= i3. On trouvera 



et commo 3 etant une racine primitive de 1'equivalence 

x i -==\ (mod. 1 3), 
on pourra prendre 

r = 3^=3, $=-r /- 2 =3 9 = 6 (mod.iS), 

les formules (68) donneront 

x== 70 = 5, j = io^ 3 (mod. 1 3). 
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On a effective ment 

4.7 5 2 -i-3. 3 2 . 

La valeur numerique de -r reinplit deja, coinmc on le voit, pour les 
valeurs 7 et i3 du nombre/?, la condition d'etre inferieim 1 , a -/?. Done, 

d'apres ce qui a ete dit ci-dessus, cette condition sera toujours rem- 
plie et, pour resoudre en nombres entiers 1'equation (67), il suffira, 
dans tous les cas, de recourir a la premiere des equations (68). On 
trouvera, par exemple, pour/9 19, 

. . 

7.11.12 = 12 (mod. 19), 



, M =.. 

I . 2 . O . L.\ . J . U 

x==\'2.= r j (mod. 19), 

x = 7. 
On a effectivemcnt 

4. 19 = 7 s -1-3. 3*. 

Dans les exemples precedents, la valeur dej est constamment divi- 
sible par 3. On pent demontrer qu'il on sera toujours ainst (voir les 
numeros des Comples rendus des seances del' Ac a de'mie des Sciences, pour 
I'annee 1840). 

Les formules (68), jointes a la remarque que nous venous de faire, 
comprennent 1'un des theoremes enonces par M. Jacobi en 1827, dans 
un Memoire qui a pour titre De residuis cubicis commenlatio numerosa 
(voir le Journal de M. Crelte, de 1827). 

Au reste, apres avoir resolu 1'equation (67) a 1'aide des formules (68), 
on pourra toujours obtenir i ni mediate me nt deux autres solutions de la 
meme equation, en ayant reconrs a la formule 



On trouvera par exemple 



4. 7= i +3.3 2 = 5 2 H-3.i 2 =:4 2 + 3.2 2 , 
4. i3 = 5 s H- 3. y- f H- 3 . i-= 2 2 + 3 .4 2 , 
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Considerons maintenant le cas ou Ton a n = L\. On trouvera dans ce 

cas 

CB = p-p, 

h i , k 3, i = i , j=o, i j = i , 
P = K lllt Q = R,,a, 
= 11,,!, V = R,, a , 

el, par suite, on pourra prendre 



Done,/) etant un nornbrc premier de la forme !\x -{- i, on pourra tou- 
jours satisi'aire a Tequation 



(69) 4/> = ' 

en prenant pour x, y des nombres entiers qui verifient la condition 

Dans cettc derniere formule, la valetir de II,,, sera 

^ 1.2 .3. . .257 (CJ -H l) . . . 2GT 

1(1 (I.2...CJ)- I.2...OT 

la valeur de tu etant 



OJ 



4 
et I'on aura d'ailleurs 



r etant line racine primitive de 1'equation 

^'=r (mod./?), 

en sorte qu'on pourra prendre 

r = t, 

t etant ce qu'on nomrae line racine primitive du nombre/?, c'est-a-dire 
une racine primitive de 1'equation 

xP- 1 -^. i (mod./?). 
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Cela pose, en ayant egard a la forrnule 

<5 2 = 4 (mod./)), 

de laquelle on tire 

j _ d 

I"" 4' 
on trouvera 



(70) x~ HI,,, y = 7fl M <$ (mod./?). 

D'ailleurs, pour que 1'equation (69) soit verifiee, il cst necessaire qne 
x soit un nombre pair; et alors, en ecrivant zoc aa lieu de x t dans cette 
meme equation, on obtient la suivante 

(70 p = x z + y\ 

a laquelle on devra satisfaire par des valeurs de sc, y propros a verifier 
les formules 

(72) ayssIn,,,, y = Ljl ttl s. 

D'autre part, comme, en vertu de 1'equation (71), les quantites x, y 

devront ofFrir des carres inierieurs a/>, et des valeurs numeriques 

i 
inferieures a/> 2 , par consequent a 



attendu que p, an moins egal a 5, verifiera la condition p z ^> 2; il est 
clair qu'a 1'aide des formules (72), on seulement dc la premiere de cos 
formules, on pourra determiner completement les valeurs entieres de 
x, y qui verifieront la formule (n). On trouvera par exemple, pour 
/>=5, 

P ~~ T TT 

&=, - "I, nj^rrra, 

4 



On a en effet 



x = i (mod. 5), 
x-= i. 
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Prenons encore p= i3, on trouvera 

4.5.6 
GJ . 3, Ilt^zr '^ ^ = 20 (mod.iS), 

I ~~~ 2 

x~ 10 = 3 (mod. 1 3), 
x =. 3. 
On a en effet 



Prenons encore p= 17 ; on trouvera 

. 5.6.7.8 
rs = b, Ui,i f a 3 = 0.2. 7 = 70, 2 (mod. 17), 

#== j (mod. 17), 
On a en effet 

!7=:i 2 4-4 2 . 

Prenons enfin p = 29. On trouvera 

_ r, 8 . 9 . i o . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 4 

cr_7, U M _ I>a-3 ^ <5>6 _ 7 ' 

D'ailleurs, il ne sera pas necessaire de caiculer la valeur exacte dell ()|r 
el Ton pourra se borner a determiner, par 1'une des metliodes exposees 
dans la Note V, une quantite equivalentc a II,,,, suivant le module 29. 
Cette quantite sera immediatemcnt fournie par le tableau de la 
page 209, et se reduiraaunombre 10, renferme dans lescleux colonnes 
horizontale et verticale dont les premieres cases offrent le nombre 7. 

On aura done 

Hj^ro (mod. 29), 

x== 5 (mod. 29), 

x ~- 5 

On trouve en effet 

"' 2 2 . 



La premiere des formules (?3) fournit precisement le beau theoreme 
enonce par M. Gauss, et relatif a la resolution cle 1'equation (71) en 
nombres entiers. 

II est bon d'observer que, dans le cas oil Ton suppose, comme on 
vient de le faire, 
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1'eqnation connuc 

i .2.3. ..(/? i)== i (mod./;) 
clonne 

(I .2.3. . .2153)-= I. 

Done alors on verifie la formule 

<\<) _ / 

Q- = q., 

en prenant 

5 t= 2 (j .2.3. . .2ET), 

et la seconde des formulas (72) pent etre reclnite a 

i . a . 3 . . . a zn 

y = -- _ - n,,,. 

Ainsi, par exemple, on trouvera, pour/? = 5, 

^ = 11!,,= 2 (mod. 5), 

par consequent 



y = 3.4-5...6n,, 1 = 4n 1 , 1 =8o = 2 (mod. 1 3), 

y *,. .... 
Considerons maintenant le cas oil Ton a /z = 8, 

(D p 4- p 3 p 6 p 7 . 

Dans ce cas, on ne pent plus se servir ni de la formule (61), ni de la 
formule (66). Mais les equations (7) donncnt 

1 = 0, e,= R,, 8 04, J = e 5 e 7 =: R M e t , 

et les coefficients de @ /( dans ces formules, savoir : . 

RI,S> RB.T) 

representent des fonctions symetriques des racines primitives 

p, p 3 on p 5 , p 7 . 
Par suite, la so name 
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et la difference 

Ri,>-R,7 
seront dc la forme 

R M +R S , 7 =A, R U 3-R S ,7=B(J9, 

A, B designant des quantites entiercs ; et, comme on aura d'autrc part 

^1,3^6,7 = ^, 

on tronvera derinitivernent 



puis, en ayant egard a la for mule. 

CD 2 8, 
on en conclnra 

4yD=:A 2 -t~SB 2 . 

Dans crlte derniere equation, A sera necessairement pair, et en posant 

A 2X, B=.x, 

on la verra so rednire a 

(78) /> = ^- 2 -t-2y 2 . 

Aj on tons quo, si Ton retnplace p par r dans les deux formules 
K,, 3 -i-H 8 .,= adj, R,, 3 H B , 7 - jcO, 



on devra y remplacer CD par o ; et comme alors R, I; , se, tronvcra remplace 
par zero, et R 5i7 par 

^M,3) 

on aura defmitiveinenl 



Done, en ayant egard a la forrnulc 

d*-~S (mod./?), 

de laquelle on tire 

j <5 

^= ^ (mod./?), 
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on trouvera 

(74) a?== in,, s , y= ^n, i3 <5 (mod./?), 

la valeur de II 1i3 etant don nee par 1'equation 

. _ I . 2 . 3 . . . 4- 5T _ ( 3 T5J H- I ) . . . 4 GJ 

Il3 ~~ (I .2. . .CJ) (l .2. . .3*57) I. 2.. .157 

et la valeur de tn etant 

7T Hi 

w 



Quant a la valeur de $, elle sera 

3 = r + / r 8 ;'' (mod./?) 

r etant unc racine primitive de ['equivalence 

^c 8 =i (mod./?) 

en sorte qu'on pourra prendre 

r==i (mod./?), 

? etant une racine primitive de 1'equivalence 

XP- { = \. (mod./?). 

Les formules (74) suffiront a la determination complete dcs valeurs 

de x,y qiii verifieront l'eqnation(73), attendu que ces valeurs devront 

i 

etre, 1'une et I'autre, inferieures, abstraction faite des signes, a p*, eta 
plus forte raison a -/>. On pourra memo, se bonier a determiner la valeur 

de x, a 1'aide de la premiere des formules (74)- On trouvera, par 
exemple, pour^p = 17, 

7 8 
dnr2, n M =r: ^ - = 28, 

x = i4^3 (mod. 17), 
a; =3. 

On auraeffectivement . " 

l 3 2 H- 2.2'-. 
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On trouvera pareillement, pour^? =^1, 

16.17.18.19.20 K 

TST = D, 1X1,3= o / - = 15.17.8.19 == 6 -..^ mod. 40, 

I , 2 . C) . t-J. D ---<- 

# = 3 (mod. 40, 

3? 3. 

On a effectivement 

4i = 3 2 -+- 2.4 2 i 



La premiere des formules (7/1) fournit un theoreme donne par 
M. Jacobi, en i838, dans les Comples rendus des seances de I'Academie 
de Berlin. 

Revenons maintenant au cas general oil n clesigne un enlier qui 
verific la condition 

(O 2 ^: n, 

sans toutefois se reduire a 1'im des trois norabres 

2, 4, 8. 
Alors les valenrs entieres de x, y, propres a resoudre 1'equation 



verifieront la formulo (62) ; et, comme on aura d'ailleurs 

$*-==. n (mod./?), 
par consequent 

i d , , . 
_=___ (mod./O, 

on trouvera 

Avant d'aller plus loin, il est bon d'observer quc, dans la formule. 



le second membre devra etre pair tout comme le premier, et qu'en 
consequence les deux termes 



420 MEMOIRE SUR LA THEOR1E DES NOMBRES. 

seront tons deux pairs ou tous deux impairs. Done, si n est impair, les 

deux carres 

x", y z 

seront en meme temps pairs on impairs. D'ailleurs, si les carres x 2 , y* 
sont tous deux impairs, chacun, divise par 8, donnera i pour reste, et 
par suite, la for mule 

. a; 2 -t- ny'- 4/>^ 
donnera 

i-i-/i==4/^=4 (mod. 8), 

ou, ce qui revient an meme, 

(76) = 3 (mod. 8). 

Done, si n, suppose impair, el de la forme 4* -+- 3 afin qu'on ait 
CD 2 = /i, ne verifie pas la condition (76), c'est-a-clire, en d'autres 
termes, si Ton a 

(77) /i =57 (mod. 8), 

x'*,y* seront pairs 1'un et I'autre. Alors, en ecrivant 'x au lieu de x, et 
2jau lieu de/, on obtiendra, au lieu de 1'equation (29), la suivante 

(78) pP-=a;*-t-ny*, 

a laquelle on satisfera par des valeurs entieres de x, y, qui verifieront 
les conditions 

(79 ) * S ^f, ^-^J . (mOCl -^- 

Enfin, si n est un nombre pair, divisible par l\ on par 8, il est clair 
que, dans 1'equation 



x lui-meme devra etre pair. Alors, en ecrivant ice au lieu de x, on verra 
cette equation se reduire a la suivante 

(80) pV>=x'+^y*, 

et Ton pourra satisfaire a cette derniere par des valeurs entieres 
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de -a?, y, qui verifieront les conditions 

(80 ^f' y ^? 

Pour montrer qaelques applications des forinules qui precedent, 
prenons d'abord pour n les nombres premiers qui, etant de la forme 
4x4-3, et superieurs a 3, restent inferieurs a 100. Parmi ces nombres 
premiers, les uns, savoir 

ii, 19, 43, 5g, 67, 83, 
seront de la forme 8x 4- 3, los autres, savoir 

7, .28, 3t, 47' 7 J 79 

aeront de la forme 8x 4- 7 ; el pour cliacun d'eux., on obtiendra facile- 
ment les valeurs des residus quadratiques 

A, A', //, ... 

en cherchant, dans les Tables construites par M. Jacobi, ceux des 

nombres 

i, a, 3, ..., n i, 

qui offrent des indices pairs suivant le module n. Ainsi, par exemple, 
comme, pour n = 7, les indices des nombres 

i, 2, 3, 4, 5, 6 

sont clans ces m ernes Tables 

o, 2, i, 4, 5, 3 

on trouvera, pour n =7, 

A i, A' 2, /i" = 4i 

CD p -|- p 2 + p* p 3 p s p 6 . 

En operant de la me me maniere pour les diverses valeurs de , on 
reconnaitra quo, les quantites /?., ti, h" , ... inierieures ou superieures 
a -> le nombrc i ouy des unes on des autres, et la difference i j sont 



1=19 



3i 



/i=5g 



71 = 79 
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respectivement, pour 

1,2 

4 

i,3,4,5 

9 

n, 16, 17 

1,2,3,4,6,8,9 

J2, i3, 16, 18 

i, 2,4, 5, 7, 8,9, 10, i4, 

16, 18, ig, 20, 25, 28 

i, 4,6, 9, 10, n, 1 3, 14, 1 5, 1 6, 17, 21, 

28, 24, 25, 3 1, 35, 36, 38, 4oi 4' 

i, 2,3,4,6,7,8,9, 12, 1 4, 16, 17, 1 8, 2 1, 

24, 25, 27, 28, 82, 34, 36, 87, 42 

i, 3,4, 5,7,9, '2, i5,'i6, 17, 19,20,21,22, 25, 26, 27, 28,29, 

35, 36, 4*i 45, 46, 45 49; 5i, 53, 57 

i, 4, 6, 9, 10, i4, i5, 16, 17, 19, 21, 22, 28, 24, 25, 26, 29, 33, 

35, 36, 3 7 , 3 9 , 4o, 47, 49, 54, 55, 56, 5g, 60, 62, 64, 65 

i, 2, 3,4, 5, 6, 8,9, 10, 12, :5, 18, 19, 20, 24, 25, 26, 27, 29, 3o, 82, 

36, 87, 38, 4, 43, 45, 48, 4g> 5o, 54, 07, 58, 60, 64 

i, 2, 4, 5, 8, 9, 10, n, i3, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 28, 25, 26, 81, 3a, 36, 38, 
4o, 42, 44, 45, 46, 49 5o, 5i, 52, 55, 62, 64, 65, 67, 72, 74, 76 

1,3,4,7,9, I0 ' " I2 ' l6 > I 7>*i> 23,25, 26,27, 28,29, 3o, 3i,33, 36, 87, 38, 4o, 
44, 48, 4g> 5i, 5g, 61, 63, 64, 65, 68, 69, 70, 75, 77, 78, 81 

Done les valeurs de 



=6 



'= 



==19 ' I-I^Q 

/= 10 ( J ^ 



.7=10 

/=i4 i d ~~^ = "' 



j t =22 

1 /' = J 7 



I f - ft. 

rt f *"~*~/^Qi 

= 1 6 ( ; a 



qui perrnettront toujours de resouclre en nombres en tiers I'equation 

pV-^a;*--}- ny*, 
seront respectivement : 



et les valeurs de 



Pour 71 = 7, 28, 3i, 47, 71, 79 , 
fx = r, 3, 3, 5, 7, 5; 



qui permettront toujours de resoudre en nombres entiors I'equation 
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seront respectivement : 

Pour /i = u, 19, 43, 5g, 67, 83, 
f* = i ', i, 3, i, 3. 

De. plus, on aura, pour ra = 7, 



on, ce qui revient an merne, 



/=2, 



et par suite, on pourra p re noire 

# = i, g= n,. v 

Done, en vertu des forniules (79), on pourra satisfaire a 1'equation 

(8a) p =. x* -\- 7 y- , 

par des valours entieres de x,y, qui verifieront les conditions 
(83) o?= in M , ys-..n,,, (mod./?), 

la valeur de II,, 2 ctant donnee par la formule 

i .2.3 . . .SOT 25T - i. . .3sr 



__ 

K2 ~ 



dans laquelle on aura 



. 2 . . . 



et la valeur de S par la formule 

(5 r-h r 2 -(- r 4 /' 3 r" r 6 , 

dans laquelle ; sera une racine primitive de 1'equation 

xti (mod./?), 
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en sorte qu'on pourra supposer 



t etant line racine de/>, c'est-a-dire une racine primitive de 1'equiva- 

lence 

^-i == ! (mod./?). 



= 9-5-"^' (mod. 39), 



On trouvera, par exemple, pour/? = 29, 

_ I. 2. 3. ..12 q . I O . J I . I 2 

TO = 4 '' ni ''=(i. a .3.4)(i. a .3...8) = ' ..2.3.4 

# = i (mod. 29), 

/y> - , _______ t 

ot/ _ J 

On a en effet 



An reste, la quantite 2, qu'i, dans cet exemple, cst equivalente a II, >2 , 
suivant le module 29, se trouvc imrnediateinent fournie par Ic tableau 
de la page 209, et se reduit, comme on clevait s'y attendre, a celle que 
renferment a la fois les deux colonnes horizontalc et verticale dont les 
premieres cases contiennent les deux nombres 

nr = 4, 2 is m 8. 

M. Jacobi, dans son Memoire de 1827, avait deja indique les for- 
mules (83) comme pouvant servir a la resolution de 1'eqnation (82). 
Pour arriver a ces ibrmules et a d'autres semblables, il avait suivi nne 
marche analogue a celle par laqiielle JVI. Gauss lui-ineme a etabli la 
premiere des formules (72), et il avait en recours, nous a-t-il dit, a 
des considerations qui ne different pas de celles que j'ai exposees dans 
le Bulletin des Sciences de 1829, c'est-a-dire a la consideration des 
fonctions ci-dessus designees par A , 0^, & lf ____ 

Si, an lieu de supposer 71 = 7, on prend successivement pour n les 

nombres premiers 

n, 19, 43, 67, 

pour lesquels on a aussi [x = i, il suffira de recourir aux formules (76), 
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on clu moins a la seconde d'entre clles, pour determiner completernent 
les valeurs de x,y propres a verifier ['equation 

4 p ~ ac- -\~ ny-. 

D'aillcurs, on trouvera, pour n = 1 1 . 



'''1,3,4,5,0 IM.S "1+3,4 I*-l+3-t-i.,5 *M-4-3-f-4-HS,JI 

= - 'M0,8,7,0,2 -"10,8 1*10-1-8, 7 l-10-t-B-t-7, 6 "10+8-1- 7H-8, 2 i 



par consequent 



/=3, 6 ' = 2, / 5 -=I=i^- = fJl, 

F = K 8iB) G r= R 1M I| 7i7 , 
et Ton pourra prendre 

^^^ - H 3)0) Cj 1 11,^11^;,.. 

Done, en vertu des formules (75), lorsque p divise par it donnera 
pour reste 1'unite, on pourra satisfaire h 1'equation 

84) t\p-as*+uy* 

par do-s valeurs de ^, y propres a verifier les conditions 






les valenrs de II, , 3 , H t>Jt , n 2i6 etant donnees par les formules 

__ (3crH- i). . .4cr _ (4cj -H i). . .8nr (6nj + i). . . 

" ~ 



, ,. . 

I .2. . .57 I .2. . .^HT ' t .2. . .2CJ 

dans lesquelles on aura 
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Si, par exemple, on suppose/; = 23, on trouvera 

__ 7 TT 9.10.11.12.18.14. 1 5.i6 n 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 

' ! ' 3 1.2' 4l/t 1.2.3.4.5.6.7.8 2 ' fi ~~ 1.2.3.4 

n ](3 =28^5, II 4i 4 = 9. TO. n . i3 = 10, fl 2) <)= i3. i4. 10^ 3, 

(mod. 28). 
5o 27 _ 

O O 

Le carre de a? 2 devant d'ailleurs etre inferieur a 4.23 = 92, on ne pent 
supposer que 

x 9. 

On pourrait operer de la memo manierc pour les trois valcurs de n 

representees par 

19, 43, 67. 

Mais il est bon d'observer que cliacune d'elles, divisee par 3, donne 
i pour reste. Or, quand cette condition est remplie, on, ce qui revicnt 
an meme, quand, n etant premier, n i est divisible par 3, on pent 
ajouter, trois a trois, les nombres renfermes dans cbacun des groupes 

//, h', k\ ... et /-, A', /c", ..., 

de maniere a obtenir des sommes divisibles par/i. En efFet, soit s une 
racine primitive de I'equivalence 

x n\ ^ 1 (mod. n). 
Les nombres renfermes clans le groupe 



, , , 



seront equivalents, suivant le module n, aux divers termes de la pro- 
gression geometrique 



et les nombres renfermes dans le groupe 

k I-' If" 
K, A , K , 
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aux divers tcrmcs de la progression geometriquc 

Comme on trouvera d'ailleurs, en supposant n i divisible par 3, 

lUl 2^ ? K-1 , 

> 'I * ' -IV 

-^rr\ ^ (mod./z), 



il est clair quo, dans cette hypothese, on aura 

h -h h' -t- A" =2 o (mod.n), 
si Ton prcnd 

n I n 

' "t~ "* , 2 

m etant un nombre pair, et 



'=o (mod.w), 
si Ton prend 



m etant un nombre impair. Par suite, chacune desfonctions represen- 
tees precedemment par I, J pourra etre censee resulter de la multipli- 
cation de divers produits de la forme 



dans chacun desquels on aura 

/_!_/' + /" so (mod./j). 
Or, on trouvera sous cette condition 



/, /' pouvant etrc deux quelconques des trois n ombres 

/ /' t" 
t, (, , t , 

par exemple les deux plus petits, lorsqu'on aura 
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et les deux plus grands lorsqu'on aura 

Done, dans I'hypothese admise, chacunc des fonctions 

1, J 

pourra etre censee resulter de la multiplication dc 77 facteurs de la 
forme 

ce qui permettra de calculer facilemcnt les valeurs dc #, (j. 

Goncevons, pour fixer les idees, qu'on ait n = i(). Alors, si Ton 
prend^ = io, les nombres qui, etant infericurs a 19, seront equiva- 
lents, suivant le module 19, aux quantites 

1r o2 o3 (V pJ 

1 ^i ^ ) & ; ^ 1 

ol2 ol3 pl4 pltJ \. p!7 

c'est-ii-dire les nombres correspondant aux indices 

o, i, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8. 9, 50, ii, 
12, i3, i4, io, 16, 17, 

seront respectivement ceux qui se trouveront contcnus dans les trots 
premieres lignes horizon tales du tableau 



(86) 



i, 10, 5, 12, <>, 3, 

11, 10, 17, 18, 9, i4, 

7, i3, 16, ^8, 4, . 2, 

19, 38, 38. 38, 19, 19; 



les trois nombres renfermes dans une meme colonnc verticale pouvant 
etre censes representer trois valeurs corrcspondantes dc /, /', /", dont 
la somme 

t + i'+r, 

toujoursegalesoita 7119, soit a -2 n = 38, se trouveplacee au-dessous 
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de ces trois nombres, dans la quatrieme ligne horizontal. Done, 
n etant egal a 19, 1 pourra etre cense resulter de la multiplication des 
trois produits 

et J de la multiplication des trois produits 

101613 />Rl3,16l 12t88 />Hl2,!8l 3 14 2 = P 1*2,3, 

et Ton aura 

I=/? 8 R 1>7 Ri,i T R M = /> B R * ! 'u 17 > 

j |} ir> T> L 12,18 -^ 13,15 

jP IMS, is IMS, is ''*, P it } 

f 2 cr / /' o- i ^ J ,, 

*1 =: 1*16,171 ^ = 1*12,18 1-I8, 15) 

en sorte qu'on pourra prcndre 

Done, en vcrtu des for mules (y5), lorsque p, divise par 19, donnera 
pour reste 1'unite, on pourra satisfaire a Tequation 



(87) 4/ = ^ 

par des valours entieres dc x,y, qui yerificront les conditions 

/R\ n M n M __ d ii| i7 ri. t , 6 

\ 00 ^ iC = n > 7 ... ii v U1UU /'; 

11 2,s 19 AI 2,a 

On pent remarquer qu'cn vertu des tbrmules (88) la quantity x est 
equivalente, au signe pres, suivant le module/?, au rapport 



dont le numeratcur et le denominateur ont pour factcurs les trois 
valours dc 

.n/,/-, 

correspondant aux trois colonnes verticales du tableau (86) qui 
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offrent des valeurs do /, /', I" dont la somme est n = 19 ; chaquc valour 
de 

n/,,-, 

devant etre consideree comme facteur du numerateur ou clu denomi- 
nateur, suivant qu'elle correspond a une colonne verticale de rang 
impair, ou de rang pair. Or, il est facile de prouver que cela devait 
arriver ainsi. En effet, soient /, /', /" trois nombres renfermes clans 1'une 
des colonnes verticales, an bas desquelles se trouve placee la somme 
n = 19. Si la colonne dont il s'agit est de rang impair, ces trois nombres 
correspondront a des indices pairs, et par suite 



sera 1'un des facteurs de I. Si, au contrairc, la colonne dont il s'agit est 
de rang pair, une autre colonne de rang impair, mais au bas de laquellc 
on lira la somme zn = 38, renfermera les trois nombres 



et par suite 

P R ra _/ irt _ r 

sera 1'un des facteurs de I. Done, dans le premier cas, R n _/ lB _^ sera un 
facteur de G, et HI/ un facteur de g, tandis que, dans le second cas, 
R n -i, n -t sera un facteur de F, et n,/ un facteur de $. On peut ajouter 
qu'a toute colonne de rang impair, terminee par la somme 2,n = 38, 
correspondra une colonne de rang pair, terminee par la somme n= 19. 
Done, pour obtenir tous les facteurs de et de g, il suffira de consi- 
derer les colonnes terminees par la somme /z= 19; et chacune de ces 
colonnes fournira un facteur de la forme 



soitau numerateur, soitaudenominateurdu rapport ^, suivant qu'elle 
sera de rang impair ou de rang pair. 

Laremarque que nous venons de faire donne le moyen d'appliquer 
facilement les formules (75) aux cas oil n se reduit a Fun des 
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nombres 43, 67; et d'abord, si Ton suppose n=l[3, s zS, alors, 
en vertu des tables construitcs par M. Jacobi, les nombres inferieurs 
a n i et equivalents aux quantites 



c'est-a-dire les nombres correspondant aux indices 

o, i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, n, 12, i3, 

l4, l5, l6, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 

28, 29, 3o, 3i, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 4) 4 '5 

seront ceux que renferment les trois premieres lignes horizontals du 
tableau 



(89) 



i, 28, 10, 22, i4, 5, ir, 7, 24, 27, 25, 12, 35, 34, 

6, Sg, 17, 3, 4*i 3o, 23, 4^ i5, 33, 21, 29, 38, 32, 

36, 19, 16, 18, 3i, JJ, 9, 37, 4, 26, 4o, 2, r3, 20, 

43, 86, 43, 43, 86, 43, 4?, 86, 43, 86, 86, 43, 86, 86, 



les trois nombres renfermes clans une meme colonne verticale p'ouyant 
etre censes representcr trois valeurs correspondantes dc 

/ /' i" 
') * j fc ? 

dont la somme n =. 43, on zn = 86 se trouve placee, dans la quatrieme 
ligne horizontale, au-dessous dc ces trois nombres. Cela pose, les 
valeurs cle 



correspondant a dcs colonncs terminees inferieurement par la 
somme 43, seront 



" 



3,18) 



et parmi ces valeurs, quatre, savoir 

"l,0i 1^-10,10) 



"4,15; 



correspondront a la premiere, a la troisierne, a la septieme, a la neu- 
vieme colonne verticale, c'est-a-dire a des colonnes verticales de rang 
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impair, tandis que les trois autres, savoir 

1*381 l*58 



_, 12) 



correspondent a la quatrieme, a la sixieme, a la clouziemc colonne 
vcrticale, c'est-a-dire a des colonnes verticales de rang pair. Done, en 
vertu de ce qui a ete dit ci-dessus, si le nombre premier/?, divise 
par 43, donne pour reste 1'unite, on pourra satisfaire a 1'equation 



(90) kp~ ^ 2 

par des valours entieres de x, y qui verifieront les conditions 



(90 



**3, 18 **8, 8 1*2, 12 

43 n 3 ,i 8 n S)8 ii M 2 



(mod./?). 



Supposons, en second lieu, 71 = 67, s n - . Alors, an lieu du I 

tableau (89), on obtiendra le suivant \ 

I 

r, 12, 10, 53, 33, 6r, 62, 7, 17, 3, 36, 3o, 25, 32, ^9, 5a, 21, 5i, 9, 4i> 2 3,- 8, ] 
29, i3, 22, 63, 19, 27, 56, 2, 2/1, 20, 89, 66, 55, 57, 14, 34, 6, 5, 60, 5o, 64, 3r, j 
(92) 3 7 , 42, 35, 18, ^5, _46, _i6, 58, 26, 44, _5g, J38, J4 t J5, J, J8, 4^, ni, 65, 43, 4?, 28, \ 

(^, 67, 6^, 734, 67", i34, 1 34, 67, 67, 67, 1 34, i34, i34, i34, 6^, i34, 6^, 67', ^34, J34, 734, 6^. I 

__ __ _____ . ___ . _____ i 

Or, les valeurs de II// correspondant aux colonnes verticales qui, 
dans ce tableau, se trouvent terminees inferieurement par la somme 
n = 67, sont respectivement, pour les colonnes de rang impair, ' 



et pour les colonnes de rang pair 

1*12,13) **2,7j **3,20) -*ls,ll) 1*8,28' 

Done, si le nombre premier p, divise par 67, donne pour reste I'nnite, 
on pourra satisfaire a 1'equation 

(93) 4/> = * l -h67j' 
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par cles valeurs entieres do x, y qui verifieront les conditions 



(94) 



__ _ 



______ _ __ ________ -. ________ ____ 

I 2, 1 3 -0.2, 7 Us. 20 HO, II "8,18 

|, 19 HIP, 22 H| 5,lfl-ll| 7. nl*'f,U"Bt 21 



Si maintenant on prend pour />, non plus un nombre premier, mais 
un nombre compose, pour lequcl on ait 

(D 2 ^ n, 

on trouvera, au-dcssous dc la Hmite 100, trois nombres de la forme 
8x -t-3, auxquels les formules (7 )) seront applicables, savoir les trois 
nombres 

35 = 5.7, 5l=r3.I7, 91=7.18, 

et cinq nombres dc la forme 8x4-7, auxquels les formules (79) seront 
applicables, savoir 

i5 3.5, 39=3. i3, 55-5.li, 87 = 3,19, 95 = 5.19. 
Si, pour fixer les idees, on suppose n i5 =--3.5, on trouvera 



I = 1 2 4 8 = R,, 2 

,J =0 U 13 U 7 = B.H, 1 

ou, ce qui revicnt au meme, 



par consequent 

en sorte qu'on pourra prendrc 

Done, si le nombre premier/?, divise par i5, donne i pour restc, on 
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pourra satisfaire a 1'equation 

(90) p-~- .r 2 H~ioy 2 

par des valeurs entieres de x, y, qui verifieront les conditions 

5> 

(96) x == -n,,,n Si 4, y =s n,,sll3,4 (mod./?). 

2 OO 

Or, comme en vertu de 1'equation (gS) les valeurs numeriques de x, y 
seront inferieures ajo, il est clair que les formules (96), ou an moins 
la seconds de ces formules, fourntront le moyen de determiner com- 
pletement les yaleurs de oc, y. 

Supposons, par exemple, p = 3i : on aura 

T 0. 10. H. I2.l3.l4 Q o 



TT ' n e 

n llS = = 3.5, 



et 



r etant une racine primitive de 1'equivalence 

o; 15 =i (rnod.Si), 
ou, ce qui revient au meme, 

a = t* 



/ etant racine primitive de 3i. Cela pose, les tables de M. Jacobi don- 
neront 

==io-t-7-t-i8-i-i4 20 19 9 28== 4 (mocl.Si), 
et Ton tirera des formules (96) 

33.35.3 9 2.4.8 ' , . , 3 . 

&~ - -~ -- _ === _ j r y 2(5o? = 8 (mocl.Si). 

2 2 - V 

Done, puisque la valeur numeriquc de y devra etre infericure a p et 

meme a ~=, on aura 
yio 

On trouvera effectivement 
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Si n cesse d'etre impair, alors pour verifier la condition 

* = >?, 

il devra etre de 1'une des formes 

4(4x4-i), 8(2x4-1), 

les-facteurs impairs etant inegaux. On pourra, par example, prendre 
pour j mi des nombres 

5, i3, 17, 21, 29, 33, 87, 4i, ..., 

ou pour -g un des nombres 

3, 5, 7, n, 18, i5, 17, 19, 21, ..., 

c'est-a-dire qu'on pourra prendre pour n un terme quelconque de 
1'une des deux suites 

20, 52, 68, 84, i'6, 1 32, 148, 164, ..., 
24, 4o, 56, 88, io4, 120, i36, r5a, ... 

Si, pour fixer les idees, on attribue succcssivement k -. les valeurs 
representees par les nombres premiers 

5, 1 3, 17, 29, 37, 41, ..., 
on pourra determiner facilement les valeurs des nombres 



par consequent celles des trois quantites 

/, /, ^=^ 



a 1'aide des principes etablis a la page 3oo; et Ton trouvera successi- 
ment, pour valeurs de z, les nombres 

4} 8, 12, 20, 20, 28, . . . ; 

pour valeurs de/, les nombres 

o, 4, 4, 8, 16, 12 ..... 
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et pour valeurs cle [/., les nombres 

2, 2, 4, 6, 2, 8 ..... 

D'ailleurs, en vertu des formules (81 ), on aura : 



Pour 7- = 5, n 20, 

4 



Pour 7 = i3, /z 

4 



~x (mod./)); 



En term inantcette Note, nous feron sob server que si 1'on veutobtenir 
clirectement, clans tons les cas, non plus seulement des quantites equi- 
valentes aux quantites entieres x, y, qui verifient 1'equation 

[\ pV- = x^ -r- ny-, 

mais les valeurs memes de cc et de j, il suffira de recourir aux equa- 
tions (35), desquelles on tirera, eu egard aux formules X = g< 

CD 2 - /?, 

_ ,. 1* ,_ G 

X + V (0 2 /K ~^ r 77 5 .2' V CD r= 2 , 

/ ' (j ^ 1< 

et par consequent 

/ x 

(97) * = 

Ges dernieres valeurs de jpourront toujours etre calculees ainsi quo 

les facteurs de la forme 

R/,r, 

compris dans F et dans G, a ] 'aide des principes etablis dans la Note V. 
On pourra d'ailleurs, si Ton veut, deduire des formules (97) les valeurs 
exactes dc x,y, en remplacant dans les seconds Tnembres le signe = 
par le signe ==, et la racine primitive de 1'equation 
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par unc racinc primitive / de 1'equivalence 

x n ~\ (mod./?" 1 ) 

m etant un nombre entier assez considerable pour qu'il nercsteaucunc 
incertitude sur la valcur de & ou de y. Dans le cas particulier oil Ton 
a JJL= i ou [/. = a, on pent determiner completement y, en supposant 
m=i. D'ailleurs, cette derniere supposition reduit les equivalences, 
qui doivent remplacer les equations (97), aux formules (75). 



NOTE XIV. 

OBSEUVATIONS RELATIVES AUX FORMES QUADRATIQUES SOUS LESQUELLES 
SE PRESENTENT CERTAINES PUISSANCES DBS NOMBRES PREMIERS, RT 
REDUCTION DBS KXPOSANTS DE CICS PUISSANCES. 

Soient, comme dans la Note precedents : 

p un nombre premier impair ; 

n un diviseur do/? i ; 

h, k, I, . . . les entiers inferieurs a n mais premiers a n ; 

N le nombre des entiers h, k, /,...; 

p Tune des racines primitives de 1'equation 



Ot 

( 2 ) (D p A + p' 1 ' + p' 1 " + . . . 

une sommc alternee dc ces racines, les entiers h, k, /, . . . etant ainsi 
partages en deux groupes 

/?, A', h", ... el /r, /<', A-", ..., 

dontle premier sera cense comprendre I'unite. Enfin supposons que, 

parmi Jes entiers 

A, /r, /, ..., 
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ceux qui sont inferieurs a - n se trouvent, en nombre egal a i, dans le 

groupc h, h', h", . . . et en nombre egal ay, dans le groupe k, k' , k", . . . 
Pour que le module n verifie la condition 

(3) (K>- n 

il faudra que ce module soit de Tune des formes 

4x + 3, 4(4x-t-i), 8(2x4-1) 

et qu'en outre les facteurs impairs de n soient inegaux. Alors, en vertu 
du theoreme etabli dans la Note precedente, on pourra toujonrs satis- 
faire, par des valeurs entieres de x, y, a 1'equation 



(4) 

dans laquelle on devra poser generalement 

ij i / 

{J.= l / OU fX J - OU p. -, 

suivant qu'on aura 

/z = 7 (mod. 8) ou n = 3 (mod. 8) ou n~o (mod. 4). 

On doit toutefois observer qu'il y a deux exceptions a faire a cette 
regie, et qu'on aura : i pour n 3 

fj. = i 7 = 1 au lieu de u. = - 

$ 

2 pour n = 4 

fj. i / \ au lieu de u~ 

2 

Ajoutons qu'on pourra reduire Tequation (4), si n divise par 8 
donne 7 pour reste, a la formule 

(5) pV- x * +n y\ 

et, si n est divisible par 4 ou par 8, a la formule 

(6) ^^^4" *. 

4 
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En calculant, dans li Note precedente, les valeurs de 1'exposant a 
correspondant a des valeurs donnees du module n, nous avons tou- 
jours obtenu des valeurs impaires de [/., quand n etait un nombre pre- 
mier, et des valeurs paires de JJL, quand n etait un nombre compose, 
superieur a 4- On pent affirmer qu'il en sera toujours ainsi. En effet, si 
nous prenons d'abord pour n un nombre impair, ce nombre sera de la 
forme 4x-h3, et 1'exposant p. represente par la valeur numerique de la 

difference 

*' /> 

on par le tiers de cette valeur numerique, sera pair ou impair avec elle, 
suivant que la somme 



sera elle-meme paire ou impaire. Comme on aura d'ailleurs, si n est 
un nombre premier, 

et, si n est le produit do plusieurs nombres premiers impairs v, v', . . . , 

N==(v i)(v' i)...; 

il est clair que [x sera impair avec ~ l ? si n est un nombre premier 
de la forme 4* -i- 3, et pair avec Ic rapport 



si n est un nombre compose de la meme forme 4x + 3. Dans Tun et 
1'autre cas, d'apres ce qui a ete dit dans la Note IX, 

A, A', h, ... 

seront ceux des entiers inferieurs a n et premiers a n, qui verifieront 
la condition 



Supposons main tenant qu'on prenne pour n, non plus un nombre 
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impair de la forme 4x + 3, mais un nombre pair divisible par 4- Co. 
nombre devra etre de la forme 

4vvV.... 

v, v', v", . . . etant des facteurs premier impairs, inegaux entre eux, et 
dont le produit soit de la forme 4 x -+- 1 . Alors aussi les nombres 

A, A', A", ... 

seront ceux des entiers inferieurs a n, et premiers a /i, qui verificront 
on les deux conditions 

-^ =i, A = i (mod. 4), 



ou les deux conditions 

[_L = i, A i (mod. 4). 
rJ 

On peut en conclure que, dans le groupe 

A, A', A", ..., 

les nombres entiers inferieurs a ^ seront deux a deux de la forme 

A, - - A. 

2 

Done, dans 1'hypothese admise, i sera pair, et, comrne 1'equation 

entrainera la suivante 

. N , 



on peut affirmer encore : i que i +y sera pair et me me divisible par 4 ; 
2 quey sera pair avec z et i -4-y ; 3 que la somme 



l - + J - 

2 '2 
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sera paire elle-meme, et qu'on pourra en dire autant de la difference 



22 -2 

Supposons enfin qu'on prenne pour n un nombre divisible par 8. 
Ce nombre devra etrc de la forme 

8vvV...., 

v, v', v". . . etant des facteurs impairs inegaux; et les entiers 

/<, A', A", 

seront : i si ~ estde la forme 4* 4- i, ceux qui verifieront les deux 

o a 

conditions 

i, h==i ou 3 (mod.i), 

on les deux conditions 
Ji 



\ 
L 



=11, h == 5 ou 7 ' (mod. 8); 
"| 



2 si -5 est de la forme 4^4-3, ceux qui verifieront les deux condi- 

o * 

tions 

r /, T 

, 7i==i ou 7 (mod. 8). 



.1 



ou les deux conditions 

I I r, h == 3 ou 5 (mod. 8). 

On en conclut encore que, dans le groupe 

A, /', A", . . . , 

les nombres inferieurs a - seront, deux a deux, de la forme 

. n 

//, h. 

2 
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Done z sera pair, et, comme on aura 



la somme z -+-y sera non seulement paire, mais divisible par 4- Done, 
par suite, 



/ et - + . 

J 22 



seront pairs, et Ton pourra en dire autant de la difference 



Ainsi, en resume, 1'exposant [/. sera, dans 1'equation (4), (5) on (6), 
un nombre impair on un nombre pair, suivant quo le module n > 4 
sera un nombre premier on un nombre compose. D'ailleurs, clans 
le dernier .cas, on peut, a 1'aide d'une methode souvent employee par 
les geometres, reduire, comme on va le voir, la valeur numeriquc do 
1'exposant a. 

Prenons d'abord pour n un nombre compose de la forme 8x-h7. 
Alors ['equation (4) pourra etre remplacee par la formule(5), dans 
laquelle p. sera un nombre pair ; et, comme par suite pv- sera un carre 
impair, c'est-a-dire de la forme 8x+i, x- devra etre un carre de la 
meme forme, etj 2 un carre pair. Cela pose, les deux facteurs 



dont la somme sera 2/? 2 , et le prodnit p^ x- =ny-, auront evidem- 
mentpour plus grand commun diviseur le nombre 2,; et, pour satis- 
faire a 1'equation (5), on devra supposer 



par consequent 

(7) 
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<x, 6, u, v designant des nombres en tiers qui verifieront les conditions 

(8) ceo /z, 

<9) 2MP=r. 

11 y a plus : comme le produit a = /z sera diviseur de/? i, on aura 



et par suite la formule (7) entrainera les conditions 



auxquelles les facteurs a, 6 devront encore satisfaire. Enfin, comme 
on 1'a clit dans la Note IX, la loi de reciprocite comprise dans la for- 
mule 






t/0 
Q 



est applicable au cas oil Ton represente par a, 6, non pas seulcment 
deux nombres premiers superieurs a 2, mais encore deux nombres 
impairs quelconques ; et, comme, n etant de la forme 4x-i-3, l'un des 
facteurs a, 6 devra etre de la forme 4x H- i, il est clair que, dans 1'hy- 
pothese admisc, la premiere des conditions (10) entrainera la seconde, 
et reciproquement. Done : lorsguensera un nombre composede la forme 
8x4-7, i' equation (5) entrainera la formule (7), dans laquelle a, & 
devront verifier les conditions 



(12) aS 



= , [?]=,. 



Supposons, pour fixer les idees, n= i5 = 3.5. On trouvera pour h 

Ji', ... les nombres 

i, 2, 4, 8, 

dont trois sont inferieurs et un seul superieur a 7 - On aura done 

* 
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et 1'equation (5), reduite a 



entrainera la formule 

p=.au*-t- Bv z ; 

a, 6 etant des entiers assujettis a verifier les deux conditions 



Or, de ces deux conditions, la premiere sera veritiee si 1'onprend pour 
a, 6 les nombres i et i5 ou 3 et 5. Mais comme on a 



" 5 1 
AT-'' 



la seconcle condition nous oblige a rejeter les nombres 3 et 5, en prc- 
nant pour a, $ les nombres i et 10. Done, p etant un nombre premier 
de la forme i5x+ i, on, ce qui revient au meme, de la forme 3ox-h i, 
la consideration des facteurs primitifs de p fournira la solution, en 
nombres entiers, de 1'equation 



.Supposons, par cxemple, p 3i. On trouvera d'abord (voir la Note 

precedente) x = i , 

3i s =. 2 4-i5.8 2 ; 
puis on en conclura 

(3n-i)-(3i-i)=4.i5M 5 P ! , 
le produit uv devant verifier la condition 

V=4 2 ; 

et, comme des deux nombres 

3i a: = 3n-i =3a, 3i + x 3i i = 3o, 



c'est le second qui se trouve divisible par i5, on aura, dans le cas pre 

sent, 

a = i, 6 = i5, 
3t + i 2 a 2 , 3i i = a.i5c ! . 



, NOTE XIV., 

On verifiera efiectivement les deux dernieres equations, en prenant 



et, par consequent, il suffira d'attribucr a u, 9 les valeurs nmneriques 
4 et i pour resoudre, en nombres entiers, 1'equation 



Prenons maintenant pour/z un nombre compose de la forme gx-f-3. 
Alors on pourra verifier en nombres entiers 1 'equation (4). De plus, 
les deux facteurs 



dont la sommc sera l\p z et le produit 4/^ c 2 =/ij 8 , resteront pre- 
miers entre eux, si ^r 2 , / 3 sont des carres impairs. Done alors pour 
satisfaire a. I'equation (4), on dcvra supposer 



et par suite 

tf: 

()3) 4^ = at 

a, 6, w, ^ etant dos nombres entiers qui verifient les formules 

<xB = n, u(>=y, 

avec les conditions (10). Si, dans le cas quo nous considerons, a? 2 , -y] 
etaient des carres pairs, on pourrait, comme clans le cas precedent, 
reduire i'equation (4) a I'equation (5), et Ton arriverait a la for : 
mule (7), qui pent etre censee comprise dans la formulc (i3), de 
laquelle on la deduit, en rcmplagant u par 2^et v par 19. On peiii done 
enonccr la proposition suivantc : 

Lorsque n esl un nombre compose de la forme 8x + 3, I' equation (4) 
entraine la formule. (i3), dans laquelle a, doivent verifier les condi- 
tions (l2,). " J'. . ' h ;:];.' ,, 

Prenons maintenant pour n un nombre .compose, divisible pai, 1 4) 
mais non par 8. Alors, on pourra satisfaire en ^nombres entiers a 1'equa- 
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tion (6), si 7- est de la forme 4x -H i ; ct, par des raisonnements sem 

blables a ceux dont nous venous de faire usage, on prouvera que ('equa- 
tion (6) entraine Tune des deux formules 



a, 6 designant des nombres impairs assujettis a verifier la condition 

(16) aS I' 

et u, v des quantites entieres qui verifieront-Tune des conditions 



D'ailleurs, le produit 

n 

etant de la forme 4x -+- 1 , 

a, 6 

seront tous deux de cette forme, on tous deux de la forme 4% -^ 3 ; et, 
comme I'equation (14) entrainera les formules (10), en vertu ,des- 
quelles la formulc (n) donnera 

q-i 61 
(17) ( .) 2 -i, 

il est clair que, dans I'equation (i4) a > ^ ne pourront etre tous deux 
de la forme 4x-t-3. 11s y serontdonc 1'un et 1'autre de laforme 4x-t- i. 
Quant aux valeurs de a, 6, renfermees dans I'equation (i5), ellcs 
devront verifier les formules 



desquelles on tirera, en les combinant avec les formules (10) et (16), 



[ 
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ct, comme u~, v- devront etre impairs clans 1'equation (i5), cette equa- 
tion donnera encore 

(20) 2==<x4-g (mod. 8). 

Or, en vertu cles formules (19), (20), les en tiers 



devront etre tons deux de la forme 8x +- 1, ou tous deux cle la forme 
8xH-5, si " est de la forme 8 x + i; et Tun de la forme 8x-f-3, 1'autre 
de la forme 8x -h 7, si -7 est de la forme 8x 4- 5. On peut clone enoncer 
la proposition suivante : 

Lorsgue n est un nombre compose divisible par 4 et non par 8, I' equa- 
tion (6) enlraine ou les equations (1/1) et (16), ou les equations (i5) 
et (16) ; a, 6 etant deux nombres impairs qui devront etre lous deuce de 

la forme 8 x + i , ou tous deux de la forme 8 x 4- 5 , si j est de la forme. 
8 x +- 1 , et I'un de la forme 8 x + 3 , 1'autre de la forme 8 x -t- 7 , si est 

de la forme Sx-f- 5. Ajoutojisque a, $ devronl encore satis faire, si I' Equa- 
tion (i<4) -se vdrifie, a I'une des equations (10), et, si I' equation (i5) se 
verifie, a I'une des equations (18). 



En appliquant, au cas ou n est divisible par 8, des raisonnements 
semblables a ceux dont nous venous de faire usage, on obtiendra la 
.proposition suivante : 

Lorsgue n est un nombre compose, divisible par 8, ^equation (6) en- 
lraine la formule 

a, eta?it deux nombres impairs assujettis a verifier la condition 

. . n 

(22) a6 5-, 
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ttvec les deux suivantes 



desquelles on lire, eu egard a la for mule (i i), 



a i ,o i i , a i a 4- i . , . 

(mod. 2); 



22 



<9M, ce qui revient an mdme, 

( 2 4) (a i)(a 264-3)3=0 (mod.i6). 

fia vertu des divcrses propositions que nous venons d'etablir, 1'ex- 
posant fx de la puissance de p renfermee : dans 1'equation (4), (5) 
ou (6), pent etrereduit, lorsque n est un nombre compose, a 1'expo- 

sant - Ce dernier exposant, s'il est pair, pourra souvent lui-meme etre 
reduit a^; et cette nouyelle reduction sera particulierement applicable 

aux formules (7), (i3), (i4) ( 2I )> si dans ces formulos, a se reduit 
aFunite. 

Pour verifier cette derniere observation sur un exemple, supposons 

n = 68 = 4 1 7 

Alors, parmi les entiers inferieurs a 17, et premiers a 68, ceux qui 
feront partie du premier groupe, savoir 

i, 1 3, 7, 9, n, i3, 

seront au nombre de 6, et ceux qui feront partie du second groupe, 

savoir 

5, i5, 

seront au nombre de deux. On aura done par suite 

1=6, ^ = 2, F -iZ^rr6 2 = 4, 
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etl'on pourra, en supposant que/o, divise par 68, donne 1'unite pour 
reste, resoudre en nombres entiers 1'equation 



Or, celle-ci en train era Tune des formules 

p* = a 2 -)- ijv z , o.p z 2 + 17 (J 2 , 

dont la premiere a son tour entrainera 1'une des suivantes 



5, t designant encore des nombres entiers. Effectivement on sait que 
tout nombre premier de la forme 68x -+- 1 pent etre represente par Tune 
des formules 

y'-i- 2/^ + l85 2 =r (.>' + )* -M7J5", 
, (iy + s^-h I7.3 2 

a .X s 4- a/^ + g^ 2 ^-^ - - - '- -- 



POST-SCRIPTUM. 

La note placee au bas de la page 179, et relative & la loi de reciprocity qui 
existe entre deux nombres premiers, se r6dnit h cette observation tres simple, 
que la demonstration empruntee par M. Legendre h M. Jacobi ne paralt pas 
avoir eta publie"e par I'un ou 1'autrede ces deuxg6ometres avanliSSo. Je suis 
loin de vouloir en conclure que celte demonstration n'ait pu e"tre d6couverte 
par M. Jacobi & une 6poque anterieure. Dans le Memoire de 1827, intitule : 
De residuis cubicis comtnentatio numerosa, M. Jacobi, avant d'enoncer les 
theoremesrelatifs h la resolution des equations incietermin6es4/>~-# 2 + 27 j 2 , 
p &*-+- 7/ 2 ,'dit expressement : In fontem uberrimitm indict, e quo inter 
alia et demanare sequentia theorematavidi. La source feconde dont M, Jacobi 
parle dans ce passage est, conime lui-me'me me 1'a declare depuis (voir, dans 
le Bulletin des Sciences de M. de Ferussac, le Memoire de septembre 1829), 
la consideration des proprietes dont jouissent les racines de 1'equation auxi- 
liaire, qui sert k la resolution d'une equation binome, c'est-a-dire, end'autres 
termes, les fonctions ci-dessus designees 0/,, 0^ Quelques-unes de ces 
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proprieties aYajeni dej& conduit M. Gauss aux importants resultals que oon- 
tiennent les dernieres pages de ses Disquisition.es arithmeticce, et a son 
theoreme sur la resolution de 1'equalion p x 1 + y-. Am si, les recherches de 
M. Jacob! sur les formes quadratiques des nombres premiers, et 1'on doit en 
dire autant des miennes, peuvent etre consid6r6es comme offrant de nou- 
veaux developpements de la belle the"orie expos6e par M. Gauss. J'ajouterai 
que, les proprietes des fonclions de la forme A ,6ta.nt suppos6es connues, il 
devient tres facile d'oblenir la demonstration ci-dessus rappelee. II est done 
tout naturel qu'St une 6poque renCerrn^e entre 1827 et i83o, M. Jacobi ait 
irouve cette demonstration et I'ait communiqu6e verbalement on par 6crit a 
M. Legendre. Mais quelle est la date precise de cette communication? C'est 
un point sur Jequel je n'ai aucun renseignement, et je m'en rapporterai au 
de rUlustre g^omelre de Kcenigsberg. 
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